
 

 

ΠΣΤΥΙΑΚΗ ΔΡΓΑΙΑ 
 
 

ςζηήμαηα Αναμονήρ και Πποζομοίυζηρ – 

Δθαπμογέρ ζηην Πληποθοπική 

 

 
 

 

Σος θοιηηηή      Δπιβλέποςζα καθηγήηπια 

Θεοδοζιάδη Υπήζηος     Μαπία Μπαπγούλη 

Απ. Μηηπώος: 021897 

 

 

 

Θεζζαλονίκη 2011 



Πτυχιακή εργαςία του Θεοδοςιάδη Χρήςτου 

2 από 110 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ζ παξνχζα ζειίδα ζθνπίκσο παξακέλεη ιεπθή  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Πτυχιακή εργαςία του Θεοδοςιάδη Χρήςτου 

3 από 110 

 

 

 

 

 

 

Φοιηηηήρ: Θεοδοζιάδη Υπήζηος 

Καθηγήηπια: Μαπία Μπαπγούλη  

 

 

Δπιηποπή 

1. 

2. 

3. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Πτυχιακή εργαςία του Θεοδοςιάδη Χρήςτου 

4 από 110 

ΔΤΥΑΡΙΣΙΔ 



Πτυχιακή εργαςία του Θεοδοςιάδη Χρήςτου 

5 από 110 

Πεπίλητη 

Οη νπξέο αλακνλήο είλαη έλα θαηλφκελν πνπ ζπλαληνχκε ζηελ θαζεκεξηλή καο 

δσή. Οη νπξέο αλακνλήο κπνξεί λα εκθαληζηνχλ θαη ζε δίθηπα, φπσο απηά ηεο 

κεηάδνζεο πιεξνθνξηψλ ησλ ππνινγηζηηθψλ ζπζηεκάησλ θαη ησλ ζπζηεκάησλ 

ηειεπηθνηλσληψλ. θνπφο ηεο εξγαζίαο είλαη ε κειέηε θαη παξνπζίαζε ησλ 

ζπζηεκάησλ αλακνλήο θαη πξνζνκνίσζεο, κε αλάιπζε ησλ βαζηθψλ ηνπο 

κεγεζψλ θαη ζρέζεσλ πνπ ηα δηέπνπλ, θαζψο επίζεο θαη ε ρξεζηκφηεηα πνπ 

πξνθχπηεη απφ ηε ρξήζε ηέηνησλ κνληέισλ, κέζα απφ παξαδείγκαηα θαη 

εθαξκνγέο πνπ αλαθέξνληαη ζε δηάθνξεο πεγέο, θαη αθνξνχλ ζε ζηνηρεία πνπ 

ζπλαληνχκε ζηελ θαζεκεξηλφηεηά καο.  

 

 

Abstract 

The Queuing theory has applications in our daily life. Queuing theory can be found 

in networks, as those of transmission of information in information systems and 

systems of telecommunications. Aim of this paper  is the study and presentation of 

queuing and simulation systems, with analysis of their basic sizes and relations 

between them, as well as the usefulness that results from the use of such models, 

through examples and applications that are reported in various sources, and 

concern in elements that we meet in our everyday routine. 
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Διζαγυγή 

 

ηα πιαίζηα ηεο εθπφλεζεο ηεο πηπρηαθήο εξγαζίαο γηα ηελ απφθηεζε ηνπ 

πηπρίνπ ηνπ ηκήκαηνο Πιεξνθνξηθήο, ηνπ Αιεμάλδξεηνπ Σερλνινγηθνχ 

Δθπαηδεπηηθνχ Ηδξχκαηνο Θεζζαινλίθεο, κειεηήζεθε ην ζέκα «πζηήκαηα 

αλακνλήο θαη πξνζνκνίσζεο – εθαξκνγέο ζηε πιεξνθνξηθή». 

θνπφο ηεο εξγαζίαο είλαη ε κειέηε θαη παξνπζίαζε ησλ ζπζηεκάησλ 

αλακνλήο θαη πξνζνκνίσζεο, κε αλάιπζε ησλ βαζηθψλ ηνπο κεγεζψλ θαη 

ζρέζεσλ πνπ ηα δηέπνπλ, θαζψο επίζεο θαη ε ρξεζηκφηεηα πνπ πξνθχπηεη απφ ηε 

ρξήζε ηέηνησλ κνληέισλ κέζα απφ παξαδείγκαηα θαη εθαξκνγέο πνπ 

αλαθέξνληαη ζε δηάθνξεο πεγέο θαη αθνξνχλ ζε ζηνηρεία πνπ ζπλαληνχκε ζηελ 

θαζεκεξηλφηεηά καο.  

 ην πξψην θεθάιαην ηεο παξνχζαο εξγαζίαο γίλεηαη ε παξνπζίαζε ησλ 

θπξηφηεξσλ ελλνηψλ πνπ αθνξνχλ ζηα ζπζηήκαηα αλακνλήο, κέζα απφ ηε 

βηβιηνγξαθηθή αλαζθφπεζε πνπ πξαγκαηνπνηήζεθε. Υξεζηκνπνηήζεθαλ αξθεηέο 

ειιεληθέο θαη μελφγισζζεο πεγέο θαζψο θαη ζηνηρεία απφ ην δηαδίθηπν. 

ην δεχηεξν θεθάιαην γίλεηαη κηα πεξηεθηηθή παξνπζίαζε ηεο ζεσξίαο 

πηζαλνηήησλ. Παξνπζηάδνληαη έλλνηεο πνπ αθνξνχλ ζηηο ηπραίεο κεηαβιεηέο, ηηο 

ζηνραζηηθέο δηαδηθαζίεο, ζεκαληηθέο θαηαλνκέο πνπ ζρεηίδνληαη κε ηηο νπξέο 

αλακνλήο (Poisson, εθζεηηθή θαη άιιεο), θαζψο θαη πιεξνθνξίεο πνπ αθνξνχλ 

ζηα καξθνβηαλά κνληέια. 

ηε ζπλέρεηα, ζην ηξίην θεθάιαην παξνπζηάδεηαη θαη αλαιχεηαη ε έλλνηα ηεο 

πξνζνκνίσζεο. Πεξηγξάθνληαη νη κέζνδνη πξνζνκνίσζεο θαη πξαγκαηνπνηείηαη 

κηα αλάιπζε ζρεηηθά κε ηελ πξνζνκνίσζε ζε δηαθξηηά ζπζηήκαηα.  

Έπεηηα, αλαιχνληαη εηο βάζνο ηα Μαξθνβηαλά κνληέια γηα ηα νπνία 

ππάξρνπλ ζρεηηθέο αλαθνξέο θαη ζην δεχηεξν θεθάιαην, ελψ κεγάιν ελδηαθέξνλ 

παξνπζηάδνπλ νη Μαξθνβηαλέο Αιπζίδεο Γηαθξηηνχ Υξφλνπ θαη νη εμηζψζεηο 

ηζνξξνπίαο γηα ηηο νπνίεο ε δηεζλήο βηβιηνγξαθία πεξηέρεη ζεκαληηθφ πιήζνο 

αλαθνξψλ. 

ην πξνηειεπηαίν θεθάιαην, ην πέκπην αλαιχνληαη νη νπξέο αλακνλήο, ηα 

δηάθνξα κνληέια νπξψλ, (κε πνιιαπινχο εμππεξεηεηέο, κε απψιεηεο θαη άιια), 
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ελψ ζην ηειεπηαίν κέξνο γίλεηαη ζχλδεζε φισλ φζσλ έρνπλ εμεηαζηεί ζηα 

πξνεγνχκελα θεθάιαηα κε εθαξκνγέο πνπ αθνξνχλ ζπζηήκαηα αλακνλήο θαη 

εμππεξέηεζεο ζε ηειεπηθνηλσληαθά θαη ππνινγηζηηθά ζπζηήκαηα θαζψο θαη ζε 

εθαξκνγέο ηνπ δηαδηθηχνπ. 

Σα ζπκπεξάζκαηα πνπ πξνθχπηνπλ απφ ηελ παξνχζα κειέηε, ζπλνςίδνπλ 

κε πεξηεθηηθφ ηξφπν φια φζα αμίδεη λα ζεκεησζνχλ γχξσ απφ ην ζέκα ησλ νπξψλ 

αλακνλήο, ησλ κνληέισλ πνπ ρξεζηκνπνηνχληαη θαζψο θαη ησλ δηάθνξσλ 

ζεσξηψλ πνπ είλαη απαξαίηεηεο γηα ηελ αλάιπζε ησλ παξαπάλσ ζεκάησλ.
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Κεθάλαιο 1: ςζηήμαηα οςπών αναμονήρ 

 

1.1 Ειςαγωγό 

 

Οη νπξέο αλακνλήο είλαη έλα θαηλφκελν πνπ ζπλαληνχκε ζηελ θαζεκεξηλή 

καο δσή. πρλά πεξηκέλνπκε ζε έλα πξαηήξην βελδίλεο γηα λα αλεθνδηάζνπκε ην 

φρεκά καο κε θαχζηκα, ζε κία ηξάπεδα γηα λα πξαγκαηνπνηήζνπκε κηα 

ζπλαιιαγή, ζηε ζηάζε ελφο ιεσθνξείνπ ή ηαμί γηα λα επηβηβαζηνχκε, ζηνλ 

θηλεκαηνγξάθν γηα λα αγνξάζνπκε εηζηηήξηα, ζε έλα θαηάζηεκα ηαρπθαγείαο, ζην 

ηακείν ελφο θαηαζηήκαηνο γηα λα πιεξψζνπκε, ζε έλα ηαρπδξνκείν γηα λα 

ζηείινπκε επηζηνιέο,, ζηνπο θσηεηλνχο ζεκαηνδφηεο ησλ δξφκσλ θαη αιινχ 

(Tijms, 2003). 

Οπξέο αλακνλήο εκθαλίδνληαη θαη ζε άιιεο πεξηπηψζεηο, εμίζνπ 

ζεκαληηθέο, νη νπνίεο σζηφζν δε δηαθξίλνληαη ηφζν εχθνια, φπσο γηα παξάδεηγκα 

ζηα αεξνδξφκηα, ζηα ιηκάληα, ζηα ηξαίλα θαη ζε άιινπο ζηαζκνχο εμππεξέηεζεο, 

φπνπ ηα κέζα κεηαθνξάο δεκηνπξγνχλ νπξέο γηα λα εμππεξεηεζνχλ (δηαδηθαζίεο 

θφξησζεο, εθθφξησζεο, πξνζέγγηζεο ηνπ ζηαζκνχ, θ.ά.).  

Άιιεο πεξηπηψζεηο νπξψλ αλακνλήο παξνπζηάδνληαη ζε εξγνζηάζηα, φπνπ 

εκηέηνηκα πξντφληα ζπζζσξεχνληαη ζε ζηαζκνχο επεμεξγαζίαο, κεραλέο 

αλακέλνπλ ζπληήξεζε ή επηδηφξζσζε, παξαγγειίεο πεξηκέλνπλ λα 

δηεθπεξαησζνχλ, θ.ά. Οπξέο αλακνλήο εκθαλίδνληαη επίζεο ζε θνηλσληθά 

ζπζηήκαηα, ζηα νπνία κάιηζηα δελ είλαη ηφζν εκθαλήο ε δηάθξηζή ηνπο, φπσο γηα 

παξάδεηγκα ζην ζχζηεκα ηνπ Δζληθνχ πζηήκαηνο Άκεζεο Βνήζεηαο, φπνπ κηα 

εηθνληθή νπξά αλακνλήο δεκηνπξγείηαη, γηα ηα επείγνληα πεξηζηαηηθά, αλάινγα κε 

ηηο ηειεθσληθέο θιήζεηο, ηνλ ηχπν ηνπ πεξηζηαηηθνχ θαη ηελ ηνπνζεζία (Bose S.J, 

2002). Πξφθεηηαη γηα νπξέο πνπ δελ θαηαιακβάλνπλ θπζηθφ ρψξν θαη είλαη 

δπζθνιφηεξν λα ηηο θαηαλνήζνπκε, σζηφζν πθίζηαληαη. 

Δπίζεο, άιια παξαδείγκαηα νπξψλ αλακνλήο απνηεινχλ ηα δηθαζηήξηα, 

φπνπ νη δηάθνξεο ππνζέζεηο αλακέλνπλ ηελ εθδίθαζή ηνπο, ηα λνκνζρέδηα πνπ 

αλακέλνληαη λα ζπδεηεζνχλ θαη ςεθηζηνχλ απφ ην Κνηλνβνχιην, ε ππξνζβεζηηθή 

ππεξεζία ε νπνία «εμππεξεηεί» εζηίεο θσηηάο θ.ά. 

Σέινο, νπξέο αλακνλήο κπνξεί λα εκθαληζηνχλ θαη ζε άιιεο κνξθήο 

δίθηπα, φπσο απηά ηεο κεηάδνζεο πιεξνθνξηψλ ησλ ππνινγηζηηθψλ ζπζηεκάησλ 
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θαη ησλ ζπζηεκάησλ ηειεπηθνηλσληψλ (Tanenbaum, Andrew S, 2000). ην 

δηαδίθηπν νη νπξέο αλακνλήο είλαη έλα πνιχ ζπρλφ θαηλφκελν θαη ε εμππεξέηεζε 

ησλ παθέησλ δεδνκέλσλ αθνινπζεί ζπγθεθξηκέλνπο θαλφλεο πξνθεηκέλνπ λα 

κεηαθεξζνχλ ηα δεδνκέλα απφ ηε κία άθξε ηνπ δηθηχνπ ζηελ άιιε ή ζε 

ελδηάκεζνπο ζηαζκνχο. 

 

1.2 Βαςικϋσ ϋννοιεσ των ουρών αναμονόσ 

 

Οηηδήπνηε (άλζξσπνο, απηνθίλεην, κεράλεκα, θ.ά.) επηδεηεί ή αλακέλεη λα 

εμππεξεηεζεί νλνκάδεηαη πειάηεο (customer). Σα ζεκεία εμππεξέηεζεο 

νλνκάδνληαη ζέζεηο εμππεξέηεζεο (servers). Σν πιήζνο ησλ πειαηψλ πνπ θζάλεη 

γηα εμππεξέηεζε ζηε κνλάδα ηνπ ρξφλνπο δελ είλαη ζηαζεξφ ζηηο πεξηζζφηεξεο 

ησλ πεξηπηψζεσλ, αιιά αθνινπζεί κηα πηζαλνζεσξεηηθή θαηαλνκή, ε νπνία 

ραξαθηεξίδεηαη απφ ην κέζν πιήζνο πειαηψλ πνπ θζάλνπλ ζηε κνλάδα ηνπ 

ρξφλνπ (π.ρ. αλά κία ψξα). (Βαζηιείνπ, Π.-Υ.Γ., 1999). 

Σν κέζν πιήζνο αθίμεσλ ησλ πειαηψλ ζε έλαλ ή πεξηζζφηεξνπο ζηαζκνχο 

εμππεξέηεζεο νλνκάδεηαη κέζνο ξπζκόο αθίμεσλ (arrival rate). Ζ ζέζε 

εμππεξέηεζεο απφ ηελ άιιε, εμππεξεηεί έλαλ ζπγθεθξηκέλν αξηζκφ πειαηψλ ζηε 

κνλάδα ηνπ ρξφλνπ. πλήζσο, ν αξηζκφο εμππεξεηνχκελσλ πειαηψλ δελ είλαη 

ζηαζεξφο θαη πξνζδηνξίδεηαη απφ κία άιιε πηζαλνζεσξεηηθή θαηαλνκή, ηελ νπνία 

ραξαθηεξίδεη ην αλακελφκελν πιήζνο πειαηψλ πνπ κπνξεί λα εμππεξεηεζεί ζηε 

κνλάδα ηνπ ρξφλνπ. Ο κέζνο αξηζκφο εμππεξεηνχκελσλ πειαηψλ νλνκάδεηαη 

κέζνο ξπζκόο εμππεξέηεζεο (service rate).  

Οη νπξέο αλακνλήο δεκηνπξγνχληαη, φηαλ ε δπλακηθόηεηα ελόο ζπζηήκαηνο 

εμππεξέηεζεο (service capacity), φπσο απηή ραξαθηεξίδεηαη απφ ην πιήζνο ησλ 

ζέζεσλ εμππεξέηεζεο θαη ην ξπζκφ εμππεξέηεζεο ηεο θαζεκηάο απφ απηέο, δελ 

επαξθεί γηα λα ηθαλνπνηήζεη ηε δήηεζε (Ξεξνθψζηαο, Γ.Α., 1991). Ωζηφζν, 

παξαηεξείηαη ην θαηλφκελν ηεο δεκηνπξγίαο νπξψλ αλακνλήο αθφκε θαη φηαλ ε 

δπλακηθφηεηα ηνπ ζπζηήκαηνο είλαη επαξθήο. Ο θχξηνο ιφγνο δεκηνπξγίαο ησλ 

νπξψλ αλακνλήο είλαη ην γεγνλφο, φηη ζε φια ηα ζπζηήκαηα ππάξρεη έλα βαζκόο 

αβεβαηόηεηαο (uncertainty) σο πξνο ηελ έθβαζε δηαθφξσλ γεγνλφησλ. 

Ζ αβεβαηφηεηα σο πξνο έλα γεγνλφο έρεηο σο ζπλέπεηα λα κελ κπνξεί λα 

θαζνξηζηεί εθ ησλ πξνηέξσλ ην απνηέιεζκά ηνπ. Με πην απιά ιφγηα, θάζε θνξά 
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πνπ ζπκβαίλεη έλα γεγνλφο, κπνξεί λα πξνθχςεη, κε θάπνηα πηζαλφηεηα, έλα 

δηαθνξεηηθφ απνηέιεζκα. Σα γεγνλφηα απηά νλνκάδνληαη ζηνραζηηθά (stochastic), 

φπσο επίζεο ζηνραζηηθά νλνκάδνληαη θαη ηα ζπζηήκαηα πνπ ηα ελζσκαηψλνπλ. 

Αληίζεηα, φηαλ κηιάκε γηα γεγνλφηα ησλ νπνίσλ ηα απνηειέζκαηα δηαθξίλνληαη απφ 

βεβαηφηεηα θαη είλαη εθ ησλ πξνηέξσλ γλσζηά, αλαθεξφκαζηε ζε πξνζδηνξηζηηθά 

γεγνλφηα (deterministic).  

Πνιιά θαηλφκελα είλαη ζηνραζηηθά, παξνπζηάδνπλ δειαδή κηα αβεβαηφηεηα 

ζηε ζπκπεξηθνξά ηνπο κε ζπλέπεηεο πνπ δελ είλαη γλσζηέο εθ ησλ πξνηέξσλ. 

ηελ πξνζπάζεηα κειέηεο ηέηνηνπ είδνπο θαηλνκέλσλ, πνπ ελζσκαηψλνπλ 

ζηνραζηηθά γεγνλφηα, ρξεζηκνπνηνχληαη ζηνραζηηθά κνληέια, δειαδή πξφηππα 

πνπ πεξηέρνπλ ζε κηθξφ ή κεγάιν βαζκφ ηνλ παξάγνληα ηεο αβεβαηφηεηαο. 

Ζ ζεσξία νπξψλ αλακνλήο γηα ηελ νπνία γίλεηαη ιφγνο ζηελ παξνχζα 

κειέηε αζρνιείηαη κε ζηνραζηηθά κνληέια. ηαλ ελζσκαηψλεηαη σζηφζν ε 

αβεβαηφηεηα ζε έλα ζχζηεκα ή κνληέιν πνπ αλαπηχζζεηαη, είλαη απαξαίηεηε ε 

ρξήζε ηεο ζεσξίαο ησλ πηζαλνηήησλ, κε ηε βνήζεηα ηεο νπνίαο, γίλεηαη σο έλα 

βαζκφ ε πξφβιεςε ηεο πξνζδνθψκελεο ή αλακελφκελεο ζπκπεξηθνξάο ησλ 

ζπζηεκάησλ. Με ηε ζεσξία ησλ πηζαλνηήησλ ζα αζρνιεζνχκε παξαθάησ. 

Ζ αβεβαηφηεηα ζε έλα ζχζηεκα εμππεξέηεζεο εκθαλίδεηαη κε δηάθνξεο 

κνξθέο, φπσο γηα παξάδεηγκα ε αβεβαηφηεηα σο πξνο ηε δήηεζε κηαο ππεξεζίαο 

κέζα ζην ρξφλν, δειαδή, ην πιήζνο ησλ πειαηψλ πνπ θαηαθζάλνπλ ζην ζχζηεκα 

γηα λα εμππεξεηεζνχλ , θαζψο ν ρξφλνο εμειίζζεηαη. Σν κέγεζνο απηφ δελ είλαη 

ζηαζεξφ. Δπίζεο, άγλσζηε είλαη θαη ε ρξνληθή ζηηγκή πνπ πηζαλφλ λα θαηαθζάζεη 

ν θάζε πειάηεο (Penttinen A.). 

Αβεβαηφηεηα κπνξεί αλ ππάξρεη θαη απφ ηελ πιεπξά ησλ ζηαζκψλ 

εμππεξέηεζεο. Γηα παξάδεηγκα, ν ρξφλνο πνπ πεξηκέλεη ν θάζε πειάηεο ζηε ζέζε 

εμππεξέηεζεο κπνξεί λα κελ είλαη ζηαζεξφο θαη λα κεηαβάιιεηαη θάησ απφ 

δηάθνξεο ζπλζήθεο. Δπνκέλσο, ην πιήζνο ησλ πειαηψλ πνπ εμππεξεηνχληαη ζηε 

κνλάδα ηνπ ρξφλνπ δελ είλαη ζηαζεξφ νχηε κπνξεί εθ ησλ πξνηέξσλ λα 

πξνβιεθζεί κε απφιπηε βεβαηφηεηα. 

Γηα ηνπο παξαπάλσ ιφγνπο, κπνξεί αλ εκθαληζηνχλ ππεξθνξησκέλα 

ζπζηήκαηα, φπνπ νη νπξέο πνπ ζρεκαηίδνληαη είλαη κεγάιεο θαη ζηελ νπζία ε ζέζε 

εμππεξέηεζεο δελ «πξνιαβαίλεη» λα ηθαλνπνηήζεη ηε δήηεζε, ελψ ζε άιιεο 

πεξηπηψζεηο, ην ζχζηεκα εκθαλίδεηαη αδξαλέο θαη δελ ππάξρεη θαζφινπ νπξά 

αλακνλήο. 
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πλεπψο, ζπλνςίδνληαο γηα ηελ αβεβαηφηεηα πνπ ππάξρεη ζε έλα ζχζηεκα 

εμππεξέηεζεο, κπνξνχκε λα απνθαλζνχκε πσο απηή είλαη ππεχζπλε γηα ηε 

δεκηνπξγία νπξψλ αλακνλήο αθφκα θαη ζε πεξηπηψζεηο φπνπ ε δπλακηθφηεηα ηνπο 

ζπζηήκαηνο εκθαλίδεηαη επαξθήο γηα λα ηθαλνπνηήζεη ηε δήηεζε. 

πσο αλαθέξζεθε πξνεγνπκέλσο, ζε κηα νπξά αλακνλήο νη πειάηεο 

κπνξεί λα είλαη φρη κφλν άλζξσπνη, αιιά θαη πξντφληα ζηε γξακκή παξαγσγήο, 

αεξνπιάλα ή άιια κεηαθνξηθά κέζα θαη άιια. Μηα βαζηθή παξάκεηξνο πνπ 

ραξαθηεξίδεη θάζε ζχζηεκα είλαη ην θφζηνο. Κφζηνο κπνξεί λα δεκηνπξγεζεί 

εμαηηίαο θνηλσληθψλ αλαηαξαρψλ πνπ επηθέξνπλ νη νπξέο, απφ ηε δηαξξνή 

πειαηψλ, απφ αρξεζηκνπνίεηνπο πφξνπο θ.ά..  

Ζ χπαξμε πεξηζζφηεξσλ ζηαζκψλ εμππεξέηεζεο ρσξίο λα είλαη 

απαξαίηεηνη δεκηνπξγεί πςειφ θφζηνο. Απφ ηελ άιιε ε πεξηνξηζκέλε 

δπλακηθφηεηα ελφο ζπζηήκαηνο κπνξεί λα πξνθαιέζεη θφζηνο απφ απψιεηα 

πειαηψλ ή αχμεζε ηνπ ρξφλνπ εμππεξέηεζεο κε ηαπηφρξνλε αχμεζε ηνπ θφζηνπο 

πνπ αθνξά ζηελ απαζρφιεζε ησλ ζηαζκψλ εμππεξέηεζεο θαη άιια. Έηζη, 

αληηθεηκεληθφο ζθνπφο είλαη λα βξεζεί έλα ζεκείν ηζνξξνπίαο κεηαμχ ηνπ θφζηνπο 

εμππεξέηεζεο θαη ηνπ θφζηνπο πνπ πξνθχπηεη απφ ηελ αλακνλή ησλ πειαηψλ ζην 

ζχζηεκα γη' απηή ηελ εμππεξέηεζε (Shashiashvili, Μ., 2007). 

 

1.3 Δομό ςυςτόματοσ αναμονόσ 

 

Ζ πην απιή κνξθή ελφο ζπζηήκαηνο αλακνλήο κπνξεί λα απνηειείηαη απφ 

κηα πεγή πειαηώλ (calling population), ηε δηαδηθαζία ησλ αθίμεσλ (arrival 

process), ηελ νπξά αλακνλήο (queue) θαη ηε δηαδηθαζία εμππεξέηεζεο (service 

process) ζηε ζέζε εμππεξέηεζεο (Σζάληαο, Ν.Γ., Βαζηιείνπ, Π.-Υ.Γ., 2000). ηηο 

εηθφλεο 1 θαη 2 πνπ αθνινπζνχλ  εκθαλίδεηαη ζρεκαηηθά ε παξαπάλσ πεξηγξαθή. 

Δηθφλα 1.1: Βαζηθή δνκή ζπζηήκαηνο αλακνλήο 
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Δηθφλα 1.2 : Βαζηθή δνκή ζπζηήκαηνο αλακνλήο 

 

1.4 Πηγό πελατών 

 

Ζ πεγή ησλ πειαηψλ είλαη ην πξψην απφ ηα βαζηθά ζηνηρεία ηνπ 

ζπζηήκαηνο εμππεξέηεζεο. Υαξαθηεξίδεηαη απφ ην πιήζνο ησλ πειαηψλ, ην 

νπνίν κπνξεί λα είλαη πεπεξαζκέλν ή άπεηξν. Σν ραξαθηεξηζηηθφ πνπ καο 

ελδηαθέξεη ζε φ,ηη αθνξά ζηελ πεγή ησλ πειαηψλ είλαη ν κέζνο αξηζκφο αθίμεσλ 

ησλ πειαηψλ ζην ζχζηεκα, ν νπνίνο ζπκβνιίδεηαη κε ι. 

Γηα λα γίλεη θαιχηεξα θαηαλνεηφ φ,ηη αθνξά ζην πιήζνο ησλ πειαηψλ, 

κπνξνχκε λα ζθεθηνχκε ην παξάδεηγκα ησλ πνιηηψλ κηαο πφιεο νη νπνίνη 

εμππεξεηνχληαη απφ ηα εμσηεξηθά ηαηξεία ελφο λνζνθνκείνπ. ηελ πεξίπησζε 

απηή, ε πεγή έρεη άπεηξνπο πειάηεο (ππνςήθηνη αζζελείο) θαη ε πηζαλφηεηα λα 

πξαγκαηνπνηεζεί κία άθημε δελ επεξεάδεηαη απφ ην πιήζνο ησλ πειαηψλ πνπ 

έθπγαλ απφ ηελ πεγή θαη βξίζθνληαη ζηελ νπξά αλακνλήο ή εμππεξεηνχληαη. 

Παξαηεξνχκε φηη, αλ θαη ηππηθά ην πιήζνο ησλ πειαηψλ-πνιηηψλ είλαη 

πεπεξαζκέλν, γηα ηηο αλάγθεο κηαο ηέηνηνπ είδνπο αλάιπζεο είλαη πνιχ κεγάιν θαη 

ζεσξείηαη άπεηξν. Άιια παξαδείγκαηα φπνπ ην πιήζνο ησλ δπλεηηθψλ πειαηψλ 

κπνξεί λα ζεσξεζεί άπεηξν, είλαη ηα πξαηήξηα βελδίλεο, νη ππεξαγνξέο, ηα 

ηαρπδξνκεία, εζηηαηφξηα, ζρνιεία, δεκφζηεο ππεξεζίεο θ.ά.. Γεληθφηεξα, θαηά 

ζχκβαζε, ζπλεζίδεηαη λα ζεσξείηαη άπεηξν ην πιήζνο ησλ πειαηψλ γηα ζπζηήκαηα 

πνπ παξέρνπλ ππεξεζίεο ζην επξχ θνηλφ κηαο πεξηνρήο. ηελ πξαγκαηηθφηεηα ζε 

θακία απφ απηέο ηηο πεξηπηψζεηο ν πιεζπζκφο δελ είλαη άπεηξνο. Ωζηφζν, κπνξεί 

αλ ζεσξεζεί άπεηξνο, επεηδή ν ξπζκφο εκθάληζεο λέσλ πειαηψλ ζην ζχζηεκα δελ 
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επεξεάδεηαη απφ ην πιήζνο φζσλ έρνπλ θχγεη απφ ηελ πεγή ή κπήθαλ ζην 

ζχζηεκα εμππεξέηεζεο. 

 

1.5 Διαδικαςύα αφύξεων 

 

Σν δεχηεξν ζπζηαηηθφ ζηνηρείν ελφο ζπζηήκαηνο αλακνλήο είλαη ε 

δηαδηθαζία αθίμεσλ, ε νπνία ζρεηίδεηαη κε ην ξπζκφ κε ηνλ νπνίν θαηαθζάλνπλ νη 

πειάηεο ζηελ νπξά αλακνλήο. Τπάξρνπλ πεξηπηψζεηο φπνπ νη πειάηεο 

θαηαθζάλνπλ κε ζπγθεθξηκέλν-πξνγξακκαηηζκέλν ξπζκφ, φπσο γηα παξάδεηγκα 

κηα παξηίδα εκηέηνηκσλ πξντφλησλ αλά ψξα, κπξνζηά ζηνπο ζηαζκνχο 

επεμεξγαζίαο. Άιιεο θνξέο, νη αθίμεηο θζάλνπλ κε ηπραίν ηξόπν (randomly), φπσο 

π.ρ. νη πειάηεο κηαο ηξάπεδαο. 

Σπραίεο ζεσξνχληαη νη αθίμεηο φηαλ είλαη αλεμάξηεηεο κεηαμχ ηνπο θαη δε 

κπνξεί λα πξνβιεθζεί ε αθξηβήο ρξνληθή ζηηγκή πνπ ζα γίλεη ε επφκελε άθημε. ε 

πνιιά κνληέια ηεο ζεσξίαο ησλ νπξψλ αλακνλήο, ην πιήζνο ησλ αθίμεσλ ζηε 

κνλάδα ηνπ ρξφλνπ δελ είλαη γλσζηφ εθ ησλ πξνηέξσλ θαη αθνινπζεί ηελ 

θαηαλνκή Poisson γηα ηελ νπνία ζα γίλεη παξνπζίαζε ζην επφκελν θεθάιαην. 

Έηζη, ελψ δελ είκαζηε ζε ζέζε λα γλσξίδνπκε πφζνη αθξηβψο ζα θζάζνπλ κέζα 

ζε έλα ζπγθεθξηκέλν ρξνληθφ δηάζηεκα, κπνξνχκε λα ππνινγίζνπκε κε ηε βνήζεηα 

ηεο θαηαλνκήο Poisson, ηελ πηζαλφηεηα λα θζάζεη θάπνην πιήζνο πειαηψλ. 

 

1.6 Ουρϊ αναμονόσ 

 

Σν επφκελν δνκηθφ ζηνηρείν ελφο ζπζηήκαηνο εμππεξέηεζεο πνπ εμεηάδεηαη 

είλαη ε νπξά αλακνλήο ε νπνία έρεη ζπγθεθξηκέλα ραξαθηεξηζηηθά. Μηα νπξά 

ραξαθηεξίδεηαη απφ ηε ρσξεηηθόηεηά ηεο, δειαδή απφ ην πιήζνο ησλ πειαηψλ 

πνπ δχλαηαη λα δερηεί. Ζ ρσξεηηθφηεηα κπνξεί λα είλαη απεξηφξηζηε, πνπ ζεκαίλεη 

πσο ζεσξεηηθά ν ρψξνο αλακνλήο έρεη άπεηξεο ζέζεηο γηα ηνπο πειάηεο. Απφ ηελ 

άιιε, ν ρψξνο αλακνλήο κπνξεί λα έρεη πεξηνξηζκέλν αξηζκφ ζέζεσλ, νπφηε νη 

πειάηεο πνπ θαηαθζάλνπλ θαη βξίζθνπλ φιεο ηηο ζέζεηο θαηεηιεκκέλεο δελ 

εηζέξρνληαη ζην ζχζηεκα. 

ε κηα πεξίπησζε ζαλ απηή πνπ αλαθέξεηαη ζηελ πξνεγνχκελε 

παξάγξαθν ε πεξηνξηζκέλε ρσξεηηθφηεηα ηεο νπξάο επεξεάδεη ην ξπζκφ αθίμεσλ 
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ησλ πειαηψλ, αθνχ αλ φιεο νη ζέζεηο είλαη θαηεηιεκκέλεο, ν πξαγκαηηθφο ξπζκφο 

αθίμεσλ ζην ζχζηεκα κεδελίδεηαη. 

Αθφκε, εκθαλίδνληαη πεξηπηψζεηο φπνπ ελψ ππάξρεη ρσξεηηθφηεηα ζηελ 

νπξά νη πειάηεο δελ πξνζρσξνύλ ζε απηή (balking), θξίλνληαο πσο ην κέγεζφο 

ηεο είλαη κεγάιν ζε κήθνο ή αθφκε θαη αλ πξνζρσξήζνπλ κεξηθέο θνξέο 

απνρσξνύλ πξηλ εμππεξεηεζνύλ (reneging) επεηδή δελ έρνπλ ηελ ππνκνλή λα 

πεξηκέλνπλ. ε άιιεο πεξηπηψζεηο αιιάδνπλ νπξά αλακνλήο (jockeying) αλ 

θξίλνπλ πσο ζε κηα άιιε παξάιιειε νπξά ε ζέζε εμππεξέηεζεο ζα ηνπο 

εμππεξεηήζεη πην γξήγνξα. 

Έλα πνιχ ζεκαληηθφ ζηνηρείν ηεο νπξάο αλακνλήο είλαη ε πεηζαξρία ηεο. 

Πεηζαξρία ηεο νπξάο νλνκάδεηαη ην ραξαθηεξηζηηθφ ην νπνίν ζρεηίδεηαη κε ηε ζεηξά 

κε ηελ νπνία επηιέγεηαη ν επφκελνο πειάηεο πνπ ζα εμππεξεηεζεί (Sztrik, J. and 

Bunday, B.D., 1993). Σηο πεξηζζφηεξεο θνξέο αθνινπζείηαη ε ινγηθή FIFO (First In 

First Out) θαη ν πειάηεο πνπ βξίζθεηαη πξψηνο ζηελ νπξά εμππεξεηείηαη πξψηνο. 

Ωζηφζν, ζε άιια ζπζηήκαηα εθαξκφδεηαη ε πεηζαξρία LIFO (Last In First Out), 

φπνπ ν ηειεπηαίνο πειάηεο πνπ κπαίλεη ζηελ νπξά εμππεξεηείηαη πξψηνο.  

Έλα παξάδεηγκα ηεο πεηζαξρίαο πνπ αθνινπζεί ηε ινγηθή LIFO κπνξεί λα 

είλαη απηφ ηεο ηνπνζέηεζεο απφ έλαλ ππάιιειν θνπηηψλ κε πξντφληα ζηελ 

απνζήθε, ην έλα πάλσ ζην άιιν. Απηφ πνπ ηνπνζεηείηαη ηειεπηαίν (πάλσ) είλαη 

απηφ πνπ παίξλεη πξψην ν ππάιιεινο ζε πεξίπησζε πνπ ρξεηαζηεί. 

Δθηφο απφ ηηο δπν απηέο πεηζαξρίεο πνπ είλαη θαζνξηζκέλεο κε ζαθή 

ηξφπν, κπνξεί λα ππάξμνπλ πεξηπηψζεηο φπνπ νη νπξέο εθαξκφδνληαη 

αθνινπζψληαο άιιε ινγηθή. Γηα παξάδεηγκα, ζε έλα λνζνθνκείν παξαηεξνχκε 

νπξά κε πξνηεξαηφηεηεο (Priority Scheduling), ζηελ νπνία εμππεξεηνχληαη πξψηα 

ηα επείγνληα πεξηζηαηηθά, άζρεηα κε ηε ζεηξά πνπ θαηαθζάλνπλ νη αζζελείο. 

Σέινο, ππάξρεη ε πεξίπησζε ηεο ηπραίαο επηινγήο ηνπ πειάηε (FIRO - First 

In Random Out), φπσο γίλεηαη γηα παξάδεηγκα ζε νξηζκέλα ζπζηήκαηα 

ηειεθσληθψλ θιήζεσλ. Γηα ηελ επθνιφηεξε θαηαλφεζε φζσλ αλαιχνληαη ζηελ 

παξνχζα εξγαζία, ζα ππνζέζνπκε πσο νη πειάηεο εηζέξρνληαη ζηελ νπξά 

αλεμάξηεηα απφ ην κήθνο ηεο, δελ απνρσξνχλ ή δελ αιιάδνπλ νπξά αλακνλήο θαη 

φηη ε πεηζαξρία πνπ αθνινπζείηαη είλαη FIFO, δειαδή ν πξψηνο πνπ εηζέξρεηαη 

εμππεξεηείηαη θαη πξψηνο. 
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1.7 Διαδικαςύα εξυπηρϋτηςησ 

 

Σν ηειεπηαίν ζηνηρείν πνπ αλαθέξεηαη ζηε δνκή ελφο ζπζηήκαηνο αλακνλήο 

είλαη ε δηαδηθαζία εμππεξέηεζεο, ε νπνία ραξαθηεξίδεηαη απφ δηάθνξεο 

παξακέηξνπο, φπσο γηα παξάδεηγκα ην πιήζνο ησλ ζέζεσλ εμππεξέηεζεο θαη ε 

θαηαλνκή ηνπ ρξφλνπ εμππεξέηεζεο, ην πιήζνο ησλ δηαδνρηθψλ θάζεσλ θ.ά.. 

Σν πιήζνο ησλ ζέζεσλ εμππεξέηεζεο αθνξά ζηνλ αξηζκφ ησλ ζέζεσλ πνπ 

ιεηηνπξγνχλ παξάιιεια ζην ζχζηεκα. Έλα απιφ ζχζηεκα κπνξεί λα έρεη κία κφλν 

ζέζε εμππεξέηεζεο. Αλ φκσο ππάξρνπλ πεξηζζφηεξεο απφ κηα ζέζεηο πνπ 

ιεηηνπξγνχλ παξάιιεια, ηφηε ζεσξνχκε φηη ππάξρνπλ πνιιαπιέο-παξάιιειεο 

ζέζεηο εμππεξέηεζεο. Οη ζέζεηο κπνξεί λα είλαη παξάιιειεο ή ζηε ζεηξά, αλάινγα 

κε ηηο αλάγθεο ηνπ ζπζηήκαηνο.  

 

 

Δηθφλα 1.3: Παξάιιειεο ζέζεηο εμππεξέηεζεο 

 

 

Δηθφλα 1.4: Θέζεηο εμππεξέηεζεο ζε ζεηξά 

 

ην ζεκείν απηφ είλαη απαξαίηεην λα ηνλίζνπκε πσο αλ κία νκάδα 

αλζξψπσλ εμππεξεηεί ηνπο πειάηεο καδί, ηε ιακβάλνπκε ζαλ κία ζέζε 

εμππεξέηεζεο, νπφηε ζε ηέηνηα πεξίπησζε έρνπκε νπζηαζηηθά έλα ζχζηεκα κε κία 

ζέζε εμππεξέηεζεο. Αλ ηα άηνκα εξγάδνληαη παξάιιεια θαη δξνπλ αλεμάξηεηα, 

ηφηε πξφθεηηαη γηα ζχζηεκα κε πνιιαπιέο ζέζεηο εμππεξέηεζεο. 



Πτυχιακή εργαςία του Θεοδοςιάδη Χρήςτου 

19 από 110 

Τπάξρνπλ πεξηπηψζεηο φπνπ ν πειάηεο εμππεξεηείηαη απφ κία κφλν ζέζε, 

ζηελ νπνία θαη νινθιεξψλεηαη ε εμππεξέηεζή ηνπ. Σν ζχζηεκα απηφ ζεσξείηαη 

πσο έρεη κία θάζε εμππεξέηεζεο. ε άιια ζπζηήκαηα ν πειάηεο πξέπεη λα 

πεξάζεη απφ πεξηζζφηεξεο απφ κηα δηαδνρηθέο θάζεηο εμππεξέηεζεο, πξηλ 

νινθιεξσζεί ε εμππεξέηεζή ηνπ. Σν πην ραξαθηεξηζηηθφ παξάδεηγκα είλαη απηφ 

ησλ εκηέηνηκσλ πξντφλησλ ζε κηα γξακκή παξαγσγήο. ηηο πεξηπηψζεηο απηέο ε 

έμνδνο ησλ πειαηψλ απφ ηε κία θάζε ηξνθνδνηεί ηε δηαδηθαζία αθίμεσλ ηεο 

επφκελεο. 

 

1.8 Ρυθμόσ Εξυπηρϋτηςησ 

 

Σν ηειεπηαίν ζεκαληηθφ ραξαθηεξηζηηθφ ηεο δηαδηθαζίαο εμππεξέηεζεο είλαη 

ν ξπζκφο εμππεξέηεζεο πνπ αθνξά ζην πιήζνο ησλ πειαηψλ πνπ κπνξεί λα 

εμππεξεηήζεη ζηε κνλάδα ηνπ ρξφλνπ κηα ζέζε. Ο ξπζκφο εμππεξέηεζεο κπνξεί 

λα είλαη ζηαζεξφο, φηαλ ε ζέζε εμππεξεηεί ηνπο πειάηεο ζηνλ ίδην αθξηβψο ρξφλν, 

ή κεηαβιεηφο. πλήζσο, ππάξρεη κεηαβιεηφηεηα ζην ρξφλν εμππεξέηεζεο θαη ζε 

νξηζκέλεο πεξηπηψζεηο ην πιήζνο ησλ πειαηψλ πνπ εμππεξεηεί ζηε κνλάδα ηνπ 

ρξφλνπ ε ζέζε αθνινπζεί ηελ θαηαλνκή Poisson.  

Σν κέζν πιήζνο ησλ πειαηψλ πνπ εμππεξεηείηαη ζηε κνλάδα ηνπ ρξφλνπ 

απφ κηα ζέζε εμππεξέηεζεο, ην νλνκάδνπκε κέζν ξπζκφ εμππεξέηεζεο θαη ην 

ζπκβνιίδνπκε κε κ. Έηζη, γηα ην πιήζνο ησλ πειαηψλ πνπ εμππεξεηνχληαη ζηε 

κνλάδα ηνπ ρξφλνπ πξνθχπηεη κηα θαηαλνκή φκνηα κε απηή ηεο ζρέζεο (1.1), φπνπ 

αλ ππνζέζνπκε φηη ε ζέζε εμππεξεηεί κε κέζν ξπζκφ κ=20 πειάηεο ηελ ψξα 

αθνινπζψληαο θαηαλνκή Poisson, ε πηζαλφηεηα λα εμππεξεηήζεη 5 πειάηεο ζε κία 

ψξα είλαη: 

00005496.0
!5

20

!5
)5(

5205 eme
XP   (1.1) 

 

Ζ πηζαλφηεηα λα εμππεξεηήζεη 10 πειάηεο ζε κία ψξα είλαη: 

 

005816.0
!10

20
)10(

1020e
XP  (1.2) 

 

θαη ε πηζαλφηεηα λα εμππεξεηήζεη 20 πειάηεο ζε κία ψξα είλαη: 
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   0888.0
!20

20
)20(

2020e
XP   (1.3) θ.φ.θ. 

 

ηαλ ν αξηζκφο ησλ πειαηψλ πνπ εμππεξεηνχληαη ζηε κνλάδα ηνπ ρξφλνπ 

αθνινπζεί ηελ θαηαλνκή Poisson κε κέζν κ, ν ρξφλνο εμππεξέηεζεο αθνινπζεί 

ηελ εθζεηηθή θαηαλνκή κε κέζε ηηκή ίζε κε 1/κ. Η ζρέζε κεηαμχ ηνπ πιήζνπο ησλ 

πειαηψλ πνπ εμππεξεηνχληαη θαη ηνπ ρξφλνπο εμππεξέηεζεο ελφο πειάηε είλαη 

αληίζηνηρε ηεο ζρέζεο πνπ ππάξρεη κεηαμχ ηνπ πιήζνπο αθίμεσλ θαη ηνπ ρξφλνπ 

πνπ κεζνιαβεί αλάκεζα ζε δηαδνρηθέο αθίμεηο. 

ην παξάδεηγκα πνπ δηαηππψζεθε παξαπάλσ, ε ζέζε εμππεξεηεί ηνπο 

πειάηεο κε θαηαλνκή Poisson κε κέζν ξπζκφ 20 άηνκα ηελ ψξα, ελψ ν ρξφλνο 

εμππεξέηεζεο αθνινπζεί ηελ εθζεηηθή θαηαλνκή κε κέζν ρξφλν εμππεξέηεζεο 

1/20, δειαδή θαηά κέζν φξν 3 ιεπηά αλά πειάηε. 

Πξηλ θιείζνπκε ηελ παξνπζίαζε ησλ θπξηφηεξσλ ζπζηαηηθψλ ζηνηρείσλ 

ελφο ζπζηήκαηνο αλακνλήο, ζα ήηαλ ρξήζηκε κηα ζχληνκε αλαθνξά ζηελ έμνδν 

ησλ πειαηψλ απφ ην ζχζηεκα. Οη πειάηεο, κεηά ηελ νινθιήξσζε ηεο 

εμππεξέηεζήο ηνπο, έρνπλ πηζαλψο δηάθνξεο επηινγέο, αλάινγα κε ην ζχζηεκα 

ζην νπνίν βξίζθνληαη. πλήζσο, επηζηξέθνπλ άκεζα ζηελ πεγή. Τπάξρνπλ φκσο 

θαη πεξηπηψζεηο, φπνπ νη πειάηεο επηζηξέθνπλ κε θάπνηα θαζπζηέξεζε ή 

εγθαηαιείπνπλ ην ζχζηεκα εμππεξέηεζεο θαη δελ επηζηξέθνπλ πνηέ ζηελ πεγή. 

ια απηά πξέπεη λα ιακβάλνληαη ππφςε θαηά ηελ αλάπηπμε ελφο κνληέινπ. ηα 

παξαδείγκαηα πνπ ζα αθνινπζήζνπλ ζε επφκελεο ζειίδεο, ζεσξνχκε φηη νη 

πειάηεο επηζηξέθνπλ άκεζα ζηελ πεγή. 

 

1.9 Παρϊμετροι και ςχϋςεισ ςυςτημϊτων αναμονόσ 

 

Σα κνληέια πνπ έρνπλ αλαπηπρζεί γηα ηελ πεξηγξαθή ησλ ζπζηεκάησλ 

αλακνλήο θαιχπηνπλ έλα κεγάιν εχξνο δηαθνξεηηθψλ θαηαζηάζεσλ. Ο D.G. 

Kendall πξνθεηκέλνπ λα γίλεηαη εχθνια ε δηάθξηζε ησλ κνληέισλ απηψλ, πξφηεηλε 

έλαλ γεληθφ ζπκβνιηζκφ, ζηνλ νπνίν θάζε ζχκβνιν έρεη δηαθνξεηηθή ζεκαζία. Ο 

ζπκβνιηζκφο απηφο είλαη ηεο κνξθήο «A/B/s/k/N» θαη ε εμήγεζε θαζελφο απφ ηα 

ζχκβνια δίλεηαη παξαθάησ: 

Α: Απνηειεί ηε ζέζε γηα ην ζπκβνιηζκφ ηεο θαηαλνκήο εηζφδνπ πειαηψλ. Σν πην 

ζπρλά ρξεζηκνπνηνχκελν ζχκβνιν γηα ηε ζέζε Α είλαη ην Μ, ην νπνίν αλαθέξεηαη  
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ζηελ εθζεηηθή θαηαλνκή πνπ ζπλνδεχεη ηε δηαδηθαζία Poisson. Σν Μ πξνέξρεηαη 

απφ ηε ιέμε Markovian, ε νπνία είλαη κηα άιιε νλνκαζία ηεο εθζεηηθήο. Με άιια 

ιφγηα, φηαλ ρξεζηκνπνηνχκε ην ζχκβνιν Μ, ελλννχκε θαηαλνκή Poisson γηα ην 

ξπζκφ αθίμεσλ θαη αληίζηνηρα εθζεηηθή θαηαλνκή γηα ηελ θαηαλνκή ηνπ ρξφλνπ 

αλάκεζα ζηηο δηαδνρηθέο αθίμεηο. Άιια ζχκβνια πνπ ρξεζηκνπνηνχληαη ζηε ζέζε 

απηή είλαη ην G πνπ ζεκαίλεη νπνηαδήπνηε ή γεληθή θαηαλνκή (General) θαη ην D, 

πνπ ζεκαίλεη πξνζδηνξηζηηθή δηαδηθαζία εηζφδνπ, δειαδή κε γλσζηφ θαη ζηαζεξφ 

ξπζκφ αθίμεσλ (Deterministic). 

Β: Θέζε γηα ην ζπκβνιηζκφ ηεο θαηαλνκήο ηνπ ρξφλνπ εμππεξέηεζεο. Σα 

ζχκβνια πνπ ρξεζηκνπνηνχληαη θαη ζηε ζέζε απηή είλαη ηα ίδηα κε ηελ 

πξνεγνχκελε πεξίπησζε. 

s: Πεξηγξάθεη ην πιήζνο ησλ παξάιιεισλ ζέζεσλ εμππεξέηεζεο. 

k: ηε ζέζε απηή πεξηγξάθεηαη ε ρσξεηηθφηεηα ηνπ ζπζηήκαηνο εμππεξέηεζεο, 

φηαλ απηή είλαη πεξηνξηζκέλε. Σν k είλαη ην πιήζνο ησλ ζέζεσλ αλακνλήο (slots) 

καδί κε ηηο ζέζεηο εμππεξέηεζεο (servers). 

N: Παξηζηάλεη ην πιήζνο ησλ πειαηψλ ζηελ πεγή φηαλ ην πιήζνο είλαη 

πεπεξαζκέλν. 

Γηα ζπζηήκαηα κε άπεηξε ρσξεηηθφηεηα θαη άπεηξνπο πειάηεο ζηελ πεγή, 

ζπλήζσο παξαιείπνληαη ηα δχν ηειεπηαία ζχκβνια. Έηζη γηα παξάδεηγκα, φηαλ 

ζέινπκε λα αλαθεξζνχκε ζε έλα κνληέιν κε κία ζέζε εμππεξέηεζεο, κε δηαδηθαζία 

Poisson ζηηο αθίμεηο θαη εθζεηηθή θαηαλνκή γηα ην ρξόλν εμππεξέηεζεο, 

ρξεζηκνπνηνχκε ην ζπκβνιηζκφ M/M/1. Ο παξαπάλσ ζπκβνιηζκφο 

ζπκπιεξψλεηαη κε κία αλαθνξά ζηηο ηηκέο ηνπ ι θαη ηνπ κ. ηαλ νη ζέζεηο είλαη 

s>1, ηφηε γξάθνπκε M/M/s θαη ζπγθεθξηκέλα αληί γηα s, γξάθνπκε ηνλ αξηζκφ ησλ 

ζέζεσλ. Γηα παξάδεηγκα, γηα έλα κνληέιν κε δχν ζέζεηο εμππεξέηεζεο γξάθνπκε 

M/M/2. 

 

1.10 Βαςικϋσ ςχϋςεισ και νόμοσ Little 

 

Πξηλ πξνρσξήζνπκε ζην επφκελν θεθάιαην, κε ηελ παξνπζίαζε ησλ 

ελλνηψλ ηεο ζηαηηζηηθήο πνπ ζα καο βνεζήζνπλ ζηελ θαιχηεξε θαηαλφεζε ηνπ 

ζέκαηνο, θαζψο θαη ησλ κεζφδσλ πνπ εθαξκφδνληαη ζηα κνληέια ησλ νπξψλ 
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αλακνλήο, ζα θάλνπκε κηα αλαθνξά ζηηο βαζηθέο ζρέζεηο πνπ δηέπνπλ ηα 

ζπζηήκαηα απηά. 

Οη ζρέζεηο πνπ ζα παξνπζηαζηνχλ, βαζίδνληαη ζε δχν ζεκαληηθέο 

παξακέηξνπο, ην κέζν ξπζκφ αθίμεσλ ι θαη ην κέζν ξπζκφ εμππεξέηεζεο κ. Έρεη 

ήδε αλαθεξζεί πξνεγνπκέλσο πσο ην ι ζπκβνιίδεη ην κέζν ξπζκφ αθίμεσλ, 

δειαδή ην κέζν πιήζνο πειαηψλ πνπ θζάλεη ζηε κνλάδα ηνπ ρξφλνπ (ε κέζε ηηκή 

ηεο δηαδηθαζίαο αθίμεσλ Poisson) θαη ην κ ζπκβνιίδεη ην κέζν ξπζκφ 

εμππεξέηεζεο, δειαδή ην κέζν πιήζνο πειαηψλ πνπ εμππεξεηνχληαη ζηε κνλάδα 

ηνπ ρξφλνπ (ε κέζε ηηκήο ηεο δηαδηθαζίαο εμππεξέηεζεο Poisson). 

Αλ ππνζέζνπκε πσο ι < κ, ηφηε ηζρχνπλ ηα παξαθάησ γηα ηνπο δείθηεο 

απφδνζεο ηνπ ζπζηήκαηνο (Κνπληάο ηξαηήο, Μσυζηάδεο Υξφλεο, 1999): 

 

Σν κέζν πιήζνο πειαηψλ πνπ εμππεξεηνχληαη ζηε κνλάδα ηνπ ρξφλνπ 

ζπκβνιίδεηαη κε Ls  θαη δίλεηαη απφ ηνλ ηχπν 1.4: 

 

sL   (1.4) 

 

Ζ πηζαλφηεηα ε ζέζε εμππεξέηεζεο λα είλαη απαζρνιεκέλε, νλνκάδεηαη 

βαζκφο απαζρφιεζεο ηεο ζρέζεο (utilization factor), ζπκβνιίδεηαη κε ξ θαη δίλεηαη 

απφ ηελ αθφινπζε ζρέζε:  

 

   (1.5) 

Σν κέζν πιήζνο πειαηψλ ζηελ νπξά αλακνλήο ζπκβνιίδεηαη κε Lq θαη είλαη: 

 

)(

2

qL  (1.6) 

Σν κέζν πιήζνο πειαηψλ ζην ζχζηεκα ζπκβνιίδεηαη κε L θαη δίλεηαη απφ 

ηε ζρέζε: 

qL   (1.7) 
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Σν L είλαη ίζν κε ην κέζν πιήζνο πειαηψλ ζηελ νπξά (Lq) ζπλ ην κέζν 

πιήζνο πειαηψλ ζηε ζέζε εμππεξέηεζεο (Ls), νπφηε ν ηχπνο (1.7) πξνθχπηεη 

νπζηαζηηθά απφ ηε ζρέζε:    

L = Lq + Ls = Lq +  (1.8) 

Ο κέζνο ρξφλνο αλακνλήο ελφο πειάηε ζηελ νπξά ζπκβνιίδεηαη κε Wq θαη 

είλαη: 

 

)(
qW  (1.9) 

Ο ηχπνο (1.9) πξνθχπηεη απφ ηε ζρέζε πνπ ζπλδέεη ην Lq κε ην Wq πνπ 

είλαη ε εμήο:    

q

q

L
W   (1.10)   

Ο κέζνο ρξφλνο πνπ παξακέλεη έλαο πειάηεο ζπλνιηθά ζην ζχζηεκα, 

δειαδή ν κέζνο ρξφλνο αλακνλήο ζπλ ν κέζνο ρξφλνο εμππεξέηεζεο 

ζπκβνιίδεηαη κε W θαη είλαη: 

   
1

W  (1.11)  ή  
L

W  (1.12) 

 

Αληηθαζηζηψληαο ηηο ζρέζεηο (1.8) θαη (1.10) ζηελ (1.12) πξνθχπηεη: 

      

W = Wq + 
1

   (1.13) 

ην ζεκείν απηφ κπνξνχκε λα εξκελεχζνπκε ην θπζηθφ λφεκα ηεο 

παξαπάλσ ζρέζεο, δειαδή φηη ν κέζνο ρξφλνο πνπ παξακέλεη έλαο πειάηεο ζην 

ζχζηεκα είλαη ίζνο κε ην κέζν ρξφλν ζηελ νπξά ζπλ ην κέζν ρξφλν 

εμππεξέηεζεο, ιακβάλνληαο ππφςε φηη ην 1/κ εθθξάδεη ην κέζν ρξφλν 

εμππεξέηεζεο. 

Ζ πηζαλφηεηα λα κελ ππάξρεη θαλέλαο πειάηεο ζην ζχζηεκα ζπκβνιίδεηαη 

κε P0 θαη είλαη: 

10P   (1.14) 
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Ζ πηζαλφηεηα απηή εθθξάδεη επίζεο θαη ην κέζν πνζνζηφ ρξφλνπ πνπ ε 

ζέζε παξακέλεη αδξαλήο (πνζνζηφ αδξάλεηαο ζρέζεο). 

Ζ πηζαλφηεηα λα έρνπκε n πειάηεο ζην ζχζηεκα, δειαδή ζηελ νπξά θαη ζηε 

ζέζε εμππεξέηεζεο ζπλνιηθά, ζπκβνιίδεηαη κε Pn θαη δίλεηαη απφ ηνλ ηχπν: 

 

    0.PP

n

n   (1.15) 

Δπεηδή φκσο, ι<κ, ε ηηκή ηεο πηζαλφηεηαο Pn είλαη αληηζηξφθσο αλάινγε 

ηνπ n. Έηζη, θαζψο ην n ηείλεη ζην άπεηξν, ε πηζαλφηεηα απηή ηείλεη ζην κεδέλ. 

 

Ζ πηζαλφηεηα λα είλαη ην πιήζνο ησλ πειαηψλ n πνπ βξίζθνληαη ζην 

ζχζηεκα κεγαιχηεξν απφ έλαλ αξηζκφ, έζησ k, ζπκβνιίδεηαη κε Pn>k θαη είλαη: 

 

    

1k

knP   (1.16) 
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Κεθάλαιο 2: ηοισεία θευπίαρ 

πιθανοηήηυν 

2.1 Ειςαγωγό ςτη θεωρύα 

 

Ζ Θεσξία ησλ Πηζαλνηήησλ απνηειεί έλαλ απφ ηνπο ζεκαληηθφηεξνπο 

θιάδνπο ηεο επηζηήκεο ησλ Μαζεκαηηθψλ. Απφ ηελ αξραηφηεηα ππήξμε 

ελδηαθέξνλ γηα ηνλ ηνκέα απηφ θαη ζχκθσλα κε ηζηνξηθέο πεγέο ν Αξηζηνηέιεο 

(384 – 322 π. Υ.) απφ ηελ αξραία Διιάδα δηαηχπσζε ηε δηάθξηζε κεηαμχ γλψκεο 

θαη γλψζεο, ελψ έδσζε θαη ηηο έλλνηεο ηνπ ηπραίνπ, ηνπ απξνζδφθεηνπ θαη ηεο 

ζρεηηθήο ζπρλφηεηαο. (Κνπληάο ηξαηήο, Μσυζηάδεο Υξφλεο, 1999). 

Ωο καζεκαηηθφ ζεκέιην ηεο ζηαηηζηηθήο, ε ζεσξία πηζαλνηήησλ είλαη 

απαξαίηεηε ζε πνιιέο δξαζηεξηφηεηεο πνπ πεξηιακβάλνπλ αλάιπζε κεγάισλ 

ζπλφισλ δεδνκέλσλ. Μέζνδνη ηεο ζεσξίαο πηζαλνηήησλ εθαξκφδνληαη θαη ζηελ 

πεξηγξαθή πνιχπινθσλ ζπζηεκάησλ, φπσο ζηε ζηαηηζηηθή κεραληθή. Μία κεγάιε 

αλαθάιπςε ηνπ εηθνζηνχ αηψλα ήηαλ ε πηζαλνθξαηηθή θχζε ησλ θπζηθψλ λφκσλ 

ζε ππναηνκηθφ επίπεδν, ζχκθσλα κε ηα επξήκαηα ηεο θβαληνκεραληθήο. 

(el.wikipedia.org, 2011) 

Μεγάιεο ηζηνξηθέο πξνζσπηθφηεηεο φπσο ν Galileo Galilei (1564 – 1642), ν 

Leonard Euler (1707 – 1783), ν Blaise Pascal (1623 – 1662), ν Pierre de Fermat 

(1601 – 1665) θαη πνιιέο άιιεο πξνζσπηθφηεηεο, απνηέιεζαλ αθξνγσληαίνπο 

ιίζνπο ζηελ επηζηήκε ηεο Θεσξίαο Πηζαλνηήησλ. Ο θάζε έλαο απφ απηνχο 

πξφζζεζε θαη έλα ζεκαληηθφ ζηνηρείν πάλσ ζηα νπνία ζηεξίρηεθε κία νιφθιεξε 

επηζηήκε. 

Δίλαη γεγνλφο, πσο ε Θεσξία ησλ Πηζαλνηήησλ έρεη πνιιέο εθαξκνγέο 

ζηελ θαζεκεξηλφηεηα, ζε απνθάζεηο πνπ θαινχκαζηε λα πάξνπκε, αιιά θαη ζε 

κειινληηθέο πξνβιέςεηο. ε θάζε πείξακα ηχρεο, γίλεηαη αληηζηνίρηζε θάζε 

δεηγκαηηθνχ ζεκείν κε έλα ζπγθεθξηκέλν θαλφλα αληηζηνίρηζεο. Τπάξρεη δειαδή 

κία ηπραία κεηαβιεηή, ζηελ νπνία αληηζηνηρεί έλαο πξαγκαηηθφο αξηζκφο. Ο 

νξηζκφο ηεο ηπραία κεηαβιεηήο, θαζψο θαη ζπλαθείο κε απηή έλλνηεο, γίλνληαη ζηελ 

αξρή απηνχ ηνπ θεθαιαίνπ. 
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ηε ζπλέρεηα αλαιχνληαη νη ζπλαξηήζεηο θαηαλνκήο, ελψ γίλεηαη ηδηαίηεξε 

αλαθνξά ζηελ θαηαλνκή Poisson ησλ δηαθξηηψλ κεηαβιεηψλ θαη ζηελ εθζεηηθή 

θαηαλνκή ησλ ζπλερψλ κεηαβιεηψλ, κε παξνπζίαζε ζρεηηθψλ παξαδεηγκάησλ, 

ελψ παξνπζηάδεηαη θαη ε βαζηθή ηδηφηεηα ηεο εθζεηηθήο θαηαλνκήο, απηή ηεο 

απψιεηαο κλήκεο (παξφκνηα κε ηε γεσκεηξηθή θαηαλνκή). 

Ο ξφινο ησλ ζηνραζηηθψλ δηαδηθαζηψλ – αλειίμεσλ θαη ε ζρέζε πνπ 

ππάξρεη κε ηα ζπζηήκαηα πνιιαπιψλ ζηαζκψλ εμππεξέηεζεο, θαζψο θαη κε ηηο 

θαηαλνκέο πνπ πξναλαθέξζεθαλ, αλαιχνληαη ακέζσο κεηά, ελψ αθνινπζνχλ νη 

αιπζίδεο ηνπ Markov, ηα κνληέια ηνπο θαη νη Μαξθνβηαλέο αιπζίδεο δηαθξηηνχ θαη 

ζπλερνχο ρξφλνπ, παξνπζηάδνληαη ζην ηέινο ηνπ θεθαιαίνπ πξηλ ηα 

ζπκπεξάζκαηα. 

 

2.2 Συχαύεσ Μεταβλητϋσ 

 

Μία απφ ηηο βαζηθφηεξεο έλλνηεο ζηε ζεσξία ησλ Πηζαλνηήησλ, είλαη απηή 

ηεο ηπραίαο κεηαβιεηήο. Σπραία Μεηαβιεηή (η.κ.) νλνκάδεηαη ε ζπλάξηεζε πνπ 

απεηθνλίδεη ην ζχλνιν ησλ δπλαηψλ απνηειεζκάησλ ελφο πεηξάκαηνο ζην ζχλνιν 

ησλ πξαγκαηηθψλ αξηζκψλ. 

Οη η.κ. ζπκβνιίδνληαη κε θεθαιαία γξάκκαηα X, Y, Z, … θαη κπνξεί λα είλαη 

κνλνδηάζηαηεο ή πνιπδηάζηαηεο, αλ ε κειέηε αθνξά ζε έλα ή πεξηζζφηεξα 

ραξαθηεξηζηηθά αληίζηνηρα. (Φ. Κνιπβά – Μαραίξα, Δ. Μπφξα – έληα, 1995) 

Γίλεηαη, επνκέλσο, ν ρψξνο πηζαλνηήησλ (Ω, , P), φπνπ Ω ν 

δεηγκαηνρψξνο,  ε νηθνγέλεηα ησλ γεγνλφησλ θαη P ν λφκνο πνπ καο δίλεη ηελ 

πηζαλφηεηα θάζε γεγνλφηνο. Γηα λα κειεηήζνπκε ην απνηέιεζκα ηνπ πεηξάκαηνο 

καο δηεπθνιχλεη λα αληηζηνηρίζνπκε ζε θάζε απιφ γεγνλφο έλαλ ή πεξηζζφηεξνπο 

πξαγκαηηθνχο αξηζκνχο. Ο πξαγκαηηθφο, απηφο, αξηζκφο κπνξεί λα είλαη έλα 

ζεκείν ηεο πξαγκαηηθήο επζείαο ή έλα ζεκείν ηνπ επηπέδνπ θαη γεληθά έλα ζεκείν 

ηνπ Δπθιείδεηνπ ρψξνπ ησλ n δηαζηάζεσλ. ηελ πεξίπησζε απηή, ζε θάζε απιφ 

γεγνλφο σ Ω αληηζηνηρνχκε έλαλ πξαγκαηηθφ αξηζκφ Υ(σ), επνκέλσο ν λένο 

δεηγκαηνρψξνο είλαη ε πξαγκαηηθή επζεία R=(− , ) θαη απιά γεγνλφηα νη 

πξαγκαηηθνί αξηζκνί (Κνπληάο ηξαηήο, Μσυζηάδεο Υξφλεο, 1999), (ρήκα 2.1).  



Πτυχιακή εργαςία του Θεοδοςιάδη Χρήςτου 

27 από 110 

 

ρήκα 2.1: Πεγή : Θεσξία Πηζαλνηήησλ I : Κιαζζηθή Πηζαλφηεηα, Μνλνδηάζηαηεο 

Καηαλνκέο 

 

Τπνζέηνπκε ηψξα πσο, θαηά ηελ εθηέιεζε ελφο πεηξάκαηνο παξνπζηάδεηαη 

ε αλάγθε λα αληηζηνηρίζνπκε ζε θάζε απνηέιεζκα υ έλα ζεκείν Υ(υ) ελφο άιινπ 

ρψξνπ . Αλ ζην λέν ρψξν , έρνπκε νξίζεη κία ζ – άιγεβξα  , ηφηε καο 

ελδηαθέξεη λα νξίζνπκε ηηο πηζαλφηεηεο ζην ρψξν ( , ). 

Αλ ε Β , ηφηε ε πηζαλφηεηα  ζα πξέπεη λα είλαη ίζε κε ηελ , φπνπ:  

     (2.1) 

 

Καη γηα λα κπνξεί λα νξηζηεί ε  πηζαλφηεηα, ζα πξέπεη ην , 

δειαδή λα είλαη γεγνλφο. χκθσλα κε ηα φζα αλαθέξζεθαλ παξαπάλσ, ν 

νινθιεξσκέλνο νξηζκφο ηεο ηπραίαο κεηαβιεηήο είλαη ν παξαθάησ (Κνπληάο 

ηξαηήο, Καιπαδίδνπ νθία, 2001): 

 

Ζ ζπλάξηεζε  ζα ιέγεηαη ηπραία κεηαβιεηή (η.κ.) σο πξνο ην ρψξν 

( , ) αλ:    

    . (2.2) 

 

Παξάδεηγκα 2.1.1 (Πηζαλφηεηεο Η, Κνπληάο ηξαηήο, Μσυζηάδεο Υξφλεο, 1999) 

 

Έλα πεξηνδηθφ δεκνζηεχεη ηηο θσηνγξαθίεο ηξηψλ εζνπνηψλ, έζησ Α, Β, ΩΓ 

θαη δεηά απφ ηνπο αλαγλψζηεο λα αληηζηνηρίζνπλ ζσζηά ηα νλφκαηά ηνπο. 

Κάπνηνο αλαγλψζηεο πνπ δελ μέξεη θαζφινπ ηνπο εζνπνηνχο αληηζηνηρεί ζηελ 

ηχρε ηα νλφκαηα. Έζησ Υ ν αξηζκφο ησλ ζσζηψλ αληηζηνηρήζεσλ. Ζ Υ είλαη 

ηπραία κεηαβιεηή. 
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Λχζε 

Αο ππνζέζνπκε φηη ε ζσζηή αληηζηνίρηζε είλαη ε Β, Α, Γ. Ο αλαγλψζηεο έρεη 

έμη ηζνπίζαλεο πεξηπηψζεηο ηηο: 

ΑΒΓ, ΑΓΒ, ΒΑΓ, ΒΓΑ, ΓΑΒ, ΓΒΑ 

νη νπνίεο δίλνπλ αληίζηνηρα γηα ηελ Υ ηηο ηηκέο: 

 

Υ=1, Υ=0, Υ=3, Υ=1, Υ=1, Υ=0. 

Άξα ε Υ παίξλεη ηηο ηηκέο 0, 1 θαη 3. Γηα λα δείμνπκε φηη ε Υ είλαη ηπραία 

κεηαβιεηή αξθεί λα δείμνπκε φηη ε αληίζηξνθε εηθφλα θάζε δηαζηήκαηνο ηεο 

κνξθήο (− , ] είλαη γεγνλφο. Γηαθξίλνπκε ηηο εμήο πεξηπηψζεηο: 

 

t < 0,  νπφηε   =  

 

0,  νπφηε   =   

 

1 t 3, νπφηε  =  

 

3,  νπφηε   =  

πνπ απνδεηθλχεη φηη ε Υ είλαη ηπραία κεηαβιεηή. 

Γηα ηηο πηζαλφηεηεο πνπ κεηαθέξνληαη κε ηελ Υ ζηνλ R έρνπκε: 

Ρ(Υ=0 ) = ,   Ρ(Υ=1) = ,    Ρ(Υ=3) = , 

 

Ή ρξεζηκνπνηψληαο ηνλ πίλαθα: 

 

   

 

 

 

 

 

x 0 1 3 

P(X=x) 
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2.3 υναρτόςεισ Κατανομόσ 

 

Απφ ηνλ νξηζκφ πνπ ηεο ηπραίαο κεηαβιεηήο X εμαζθαιίδεηαη φηη ην ζχλνιν 

 είλαη, γηα θάζε πξαγκαηηθφ αξηζκφ x, γεγνλφο ηνπ Ω. 

Αληηζηνηρεί, ζην ζχλνιν , ζηνλ πξαγκαηηθφ αξηζκφ x δειαδή, κία 

πηζαλφηεηα  πνπ είλαη επίζεο πξαγκαηηθφο αξηζκφο. Οξίδεηαη, έηζη, κία 

πξαγκαηηθή ζπλάξηεζε πξαγκαηηθήο κεηαβιεηή, ε νπνία πεξηγξάθεη 

ηθαλνπνηεηηθά ηελ ηπραία κεηαβιεηή X θαη πεξηέρεη πιεξνθνξίεο γηα ηνλ 

δεηγκαηνρψξν Ω. 

Έζησ ινηπφλ, X η. κ. πνπ αληηζηνηρεί ζε έλα ρψξν πηζαλνηήησλ (Ω, , P) 

ζην ρψξν πηζαλνηήησλ  [φπνπ R : ζχλνιν πξαγκαηηθψλ αξηζκψλ]. Ζ 

πξαγκαηηθή ζπλάξηεζε πξαγκαηηθήο κεηαβιεηήο 

 

   (2.3) 

 

ιέγεηαη (αζξνηζηηθή) ζπλάξηεζε θαηαλνκήο (ζ. θ.) (cumulative distribution function) 

ηεο η. κ. X, φπνπ:  ε πηζαλφηεηα  ζην ρψξν πηζαλνηήησλ 

. (Κνπληάο ηξαηήο, Μσυζηάδεο Υξφλεο, 1999). 

 

Απαπιθμηηέρ και ζςνεσείρ η.μ. 

 

Αλάινγα, ινηπφλ κε ην αλ ε ζπλάξηεζε θαηαλνκήο κίαο η.κ. είλαη ζθαισηή, 

ζπλερήο θιπ. Γηαθξίλνπκε ηηο παξαθάησ θαηεγνξίεο ηπραίσλ κεηαβιεηψλ. 

 

Απαπιθμηηέρ ηςσαίερ μεηαβληηέρ 

 

Μία ηπραία κεηαβιεηή X ιέγεηαη απαξηζκεηή ή δηαθξηηή (discrete) αλ παίξλεη 

έλα πεπεξαζκέλν ή ην πνιχ αξηζκήζηκν πιήζνο ηηκψλ  κε ζεηηθέο 

πηζαλφηεηεο , ηέηνηεο ψζηε 

. 
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ηελ πεξίπησζε απηή ε ζπλάξηεζε πνπ παίξλεη ηελ ηηκή  γηα , ελψ αιινχ 

είλαη ίζε κε 0, ιέγεηαη ζπλάξηεζε πηζαλφηεηαο (probability function) ηεο η.κ. X θαη 

ζπκβνιίδεηαη κε . Δίλαη δειαδή : 

            

  .  (2.4) 

 

Ζ ζπλάξηεζε πηζαλφηεηαο απφ ηνλ νξηζκφ ηεο έρεη ηηο εμήο ηδηφηεηεο : 

 

     . 

 

Παξαθάησ ε αλαθνξά ζηελ θαηαλνκή κηαο απαξηζκεηήο η.κ. ζα ζπλεπάγεηαη ηε 

ζπλάξηεζε θαηαλνκήο ή ζπλάξηεζε πηζαλφηεηαο ηεο η.κ.. 

 

2.4 υνεχεύσ τυχαύεσ μεταβλητϋσ 

 

Γεληθά, κία η.κ. X ε νπνία παίξλεη ηηκέο ζε κε αξηζκήζηκν ζχλνιν, δελ είλαη 

απαξηζκεηή θαη δελ κπνξεί λα νξηζηεί γη‟ απηή κία ζπλάξηεζε πηζαλφηεηα, 

νλνκάδεηαη ζπλερήο. Οξίδεηαη φκσο πάληα ε ζπλάξηεζε θαηαλνκήο . 

Αλ ππάξρεη κία ζπλάξηεζε  ηέηνηα ψζηε: 

 

  (2.5) 

 

Σφηε ε  ιέγεηαη απφιπηα ζπλερήο θαη ε αληίζηνηρε η.κ. Υ ιέγεηαη (απφιπηα) 

ζπλερήο (absolutely continuous). Ζ ζπλάξηεζε  ιέγεηαη ζπλάξηεζε 

ππθλφηεηαο (πηζαλφηεηαο) (ζ.π.π.) (probability density function) ηεο η.κ. X. 

(Κνπληάο ηξαηήο, Μσυζηάδεο Υξφλεο, 1999) 

ηελ επφκελε ελφηεηα αθνινπζεί ε πεξηγξαθή ησλ θαηαλνκψλ Poisson θαη 

εθζεηηθήο δηαθξηηήο θαη ζπλερνχο κεηαβιεηήο. 
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2.5 Κατανομό Poisson 

 

Αλ κία η.κ. παίξλεη ηηκέο 0, 1, 2, …, κε ζπλάξηεζε πηζαλφηεηαο 

   

   (2.6) 

 

ηφηε ιέκε φηη αθνινπζεί ηελ θαηαλνκή Poisson κε παξάκεηξν ι. (Κνπληάο ηξαηήο, 

Μσυζηάδεο Υξφλεο, 1999) Ζ η.κ. X πνπ αθνινπζεί ηελ θαηαλνκή Poisson 

εθθξάδεη ην πιήζνο ησλ «ζπκβάλησλ» ζηε κνλάδα κέηξεζεο. Ζ θαηαλνκή 

ζπκβνιίδεηαη κε P(ι).  

Αλ ππνζέζνπκε πσο κεηξνχκε ηνλ αξηζκφ X ησλ εκθαλίζεσλ ελφο 

γεγνλφηνο ζε ζπγθεθξηκέλν ρξνληθφ ή ηνπηθφ δηάζηεκα, ζην νπνίν γλσξίδνπκε φηη 

απηφ εκθαλίδεηαη κε έλα κέζν ξπζκφ ι, ηφηε ιέκε πσο αθνινπζεί ηελ θαηαλνκή 

Poisson κε παξάκεηξν ι. Μεξηθά παξαδείγκαηα ηέηνησλ θαηαλνκψλ είλαη ηα εμήο : 

ν αξηζκφο ησλ αηπρεκάησλ ζε ζπγθεθξηκέλε πεξηνρή γηα ζπγθεθξηκέλν δηάζηεκα, 

ην πιήζνο ηειεθσλεκάησλ πνπ δέρεηαη έλα ηειεθσληθφ θέληξν ζε δηάζηεκα 5 

ιεπηψλ, ην πιήζνο ησλ ειαηησκαηηθψλ πξντφλησλ πνπ παξάγεη έλα εξγνζηάζην 

ζε κία ψξα, ην πιήζνο δέληξσλ ζε δάζνο 100 η.κ., θ.ά.. Ζ θαηαλνκή Poisson 

ζπρλά αλαθέξεηαη θαη σο θαηαλνκή ησλ ζπαλίσλ θαηλνκέλσλ. 

Ο Bortkiewicz (1898) ζην βηβιίν ηνπ, δίλεη παξαδείγκαηα θαηλνκέλσλ πνπ 

αθνινπζνχλ ηελ θαηαλνκή Poisson, πνπ ηελ νλφκαζε λφκν ησλ κηθξψλ αξηζκψλ. 

Μειέηεζε ην πιήζνο X ησλ ζαλάησλ πνπ πξνθαινχληαη θάζε έηνο ζηνλ Πξσζηθφ 

ζηξαηφ απφ θισηζηέο αιφγσλ θαη παξαηήξεζε φηη ε η.κ. X αθνινπζεί ηελ θαηαλνκή 

Poisson κε παξάκεηξν ι, πνπ είλαη ίζε κε ην κέζν φξν ησλ εηήζησλ ζαλάησλ. 

Δπίζεο εμέηαζε δεδνκέλα απφ ζαλαηεθφξα αηπρήκαηα, απηνθηνλίεο θ.ά.. (Φ. 

Κνιπβά – Μαραίξα, Δ. Μπφξα – έληα, 1995) 

Παξάδεηγκα 2.1.2 (Πηζαλφηεηεο Η, Κνπληάο ηξαηήο, Μσυζηάδεο Υξφλεο, 1999). 

 

 Οη πειάηεο πνπ θζάλνπλ  ζε έλα ζπγθεθξηκέλν ηκήκα ελφο θαηαζηήκαηνο, 

αθνινπζνχλ ηελ θαηαλνκή Poison κε κέζν ξπζκφ 8 πειάηεο ηελ ψξα. Ν βξεζεί ε 

πηζαλφηεηα, κία δνζκέλε ψξα: 
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 α) λα θζάλνπλ αθξηβψο 8 πειάηεο, 

 β) λα θζάλνπλ ην πνιχ 3 πειάηεο, 

 γ) λα θζάλνπλ ηνπιάρηζηνλ 5 πειάηεο. 

 

Λύζε 

Αλ Υ πειάηεο θζάλνπλ ζε κία ψξα, ηφηε Υ  Ρ(8) δει. 

  Ρ(Υ=x) = e-8,   x = 0, 1, 2, ….. 

Εεηνχληαη: α) Ρ(Υ=8)= e-8 =0.1396 

β) Ρ(Υ≤3)= e-8 ( 1+  +  +  )= 0.0424 

γ) Ρ(Υ≥5)= 1- Ρ(Υ≤4)= 1-0.0998 = 0.9 

 

2.6 Εκθετικό κατανομό 

2.6.1 Ειςαγωγή 

  

Ζ εθζεηηθή θαηαλνκή εκθαλίδεηαη ζπλήζσο ζε πεξηπηψζεηο φπνπ κειεηάκε 

ην ρξφλν αλακνλήο κέρξη ηελ πξαγκαηνπνίεζε ελφο γεγνλφηνο. Πην ζπγθεθξηκέλα, 

έζησ φηη θάπνηα γεγνλφηα πξαγκαηνπνηνχληαη ζε ηπραίεο ζηηγκέο ζην ρξφλν, 

δειαδή ζε θάζε πνιχ κηθξφ ρξνληθφ δηάζηεκα κήθνπο h, ε πξαγκαηνπνίεζε ελφο 

γεγνλφηνο ζπκβαίλεη κε πηζαλφηεηα πεξίπνπ ιh ελψ είλαη αλεμάξηεηε απφ ην ηη 

έρεη ζπκβεί ζηα ππφινηπα δηαζηήκαηα. Αλ Χ ν ρξφλνο αλακνλήο κέρξη ηελ 

εκθάληζε ηνπ πξψηνπ ηέηνηνπ γεγνλφηνο ηφηε απνδεηθλχεηαη φηη Χ ~ Δxp(ι) 

(http://utopia.duth.gr/~aproto/S2%20Protopapas/%CE%A3%CE%A4%CE%91%C

E%A4%20%CE%99%CE%99%CE%99/Ch0_review_v3.pdf). 

 

Ζ ζπλάξηεζε θαηαλνκήο ή ζ.π.π. ηεο εθζεηηθήο θαηαλνκήο είλαη: 

 

   .  (2.7) 

 

http://utopia.duth.gr/~aproto/S2%20Protopapas/%CE%A3%CE%A4%CE%91%CE%A4%20%CE%99%CE%99%CE%99/Ch0_review_v3.pdf
http://utopia.duth.gr/~aproto/S2%20Protopapas/%CE%A3%CE%A4%CE%91%CE%A4%20%CE%99%CE%99%CE%99/Ch0_review_v3.pdf
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Ζ ζπλάξηεζε ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο ηεο εθζεηηθήο θαηαλνκήο έρεη ηελ 

παξαθάησ γξαθηθή παξάζηαζε. 

 

ρήκα 2.2: Γξαθηθή παξάζηαζε ζ.π.π. εθζεηηθήο θαηαλνκήο 

Πεγή: http://utopia.duth.gr 

 

Ηζρχεη  θαη 

, 

πνπ απνδεηθλχεη φηη ε  είλαη ζ.π.π. 

Ζ ζπλάξηεζε θαηαλνκήο (ζ.θ.) ηεο εθζεηηθήο είλαη 

. 

Ζ γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζ.θ. ηεο εθζεηηθήο θαηαλνκήο είλαη ε παξαθάησ. 

 

ρήκα 2.3 Γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζ.θ. ηεο εθζεηηθήο θαηαλνκήο 

Πεγή: http://utopia.duth.gr 

 

Παξάδεηγκα 2.1.3 (Κνπληάο ηξαηήο, Μσυζηάδεο Υξφλεο, Πηζαλφηεηεο Η, 1999): 

Έλα εξγνζηάζην δάραξεο έρεη ηξία ηκήκαηα αξρηθήο επεμεξγαζίαο δαραξφηεπηισλ. 

Ζ πνζφηεηα ησλ ηεχηισλ, κεηξνχκελε ζε ηφλνπο, πνπ επεμεξγάδεηαη ζε κία κέξα 

http://utopia.duth.gr/
http://utopia.duth.gr/
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θάζε έλα απφ ηα ηξία ηκήκαηα είλαη ηπραία κεηαβιεηή κε κέζε ηηκή 4 ηφλνπο, πνπ 

ζεσξείηαη εθζεηηθή. Αλ ηα ηκήκαηα ιεηηνπξγνχλ αλεμάξηεηα, λα βξεζεί ε 

πηζαλφηεηα ζε κία δνζκέλε κέξα δχν αθξηβψο απφ ηα ηκήκαηα λα επεμεξγαζηνχλ 

πεξηζζφηεξνπο απφ 4 ηφλνπο ηεχηισλ. 

 

Λχζε 

Αλ  ε πνζφηεηα ησλ ηεχηισλ (ζε ηφλνπο) πνπ επεμεξγάδεηαη θάπνην ηκήκα, ηφηε 

δίλεηαη φηη 

θαη . Αιιά , νπφηε . 

 

Εεηείηαη ε παξαθάησ πηζαλφηεηα 

 

 

Τπνζέηνληαο πσο ηα ηξία ηκήκαηα ιεηηνπξγνχλ αλεμάξηεηα θαη ζεσξψληαο σο 

επηηπρία ηελ επεμεξγαζία πεξηζζφηεξσλ απφ 4 ηφλνπο ηεχηισλ θαη Y ηελ η.κ. πνπ 

κεηξά πφζα ηκήκαηα επεμεξγάδνληαη πάλσ απφ 4 ηφλνπο ηεχηια, ζα έρνπκε : 

 

 

2.6.2 Απώλεια Μνήμησ τησ εκθετικήσ κατανομήσ (memory – less 

property) 

 

Ζ ζπνπδαηφηεξε ηδηφηεηα ηεο εθζεηηθήο θαηαλνκήο είλαη ε έιιεηςε κλήκεο. 

Μία η.κ. ιέγεηαη φηη δελ έρεη κλήκε φηαλ ηθαλνπνηείηαη ε ζπλζήθε ηνπ παξαθάησ 

Θεσξήκαηνο. 

 

ΘΔΩΡΖΜΑ 2.1.1 (Έιιεηςε κλήκεο ηεο εθζεηηθήο θαηαλνκήο) Αλ ε η.κ. X έρεη ηελ 

εθζεηηθή θαηαλνκή κε παξάκεηξν ι, ηφηε : 

   

   . 

 

Απφδεημε 
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Σα παξαπάλσ κπνξνχλ λα θαλνχλ παξαηεξψληαο ην ρήκα 2.4, φπνπ 

είλαη ζρεδηαζκέλε ε ζπλάξηεζε ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο (ζ.π.π.) γηα κηα εθζεηηθή 

κεηαβιεηή, ιe
-ιt

. Γεδνκέλνπ φηη πέξαζαλ t0 sec, γηα λα ππνινγίζνπκε ηελ ζ.π.π., 

πξέπεη λα ιάβνπκε ππφςε ην θνκκάηη ηεο δεμηά ηνπ t0 (γξακκνζθηαζκέλε πεξηνρή), 

αθνχ απηφ παξηζηάλεη ηη ζα ζπκβεί ζην κέιινλ. Γηα λα γίλεη ε γξακκνζθηαζκέλε 

πεξηνρή θαλνληθή ζπλάξηεζε θαηαλνκήο πξέπεη λα κεγελζπζεί θαηάιιεια ψζηε ην 

ζπλνιηθφ εκβαδφλ θάησ απφ απηή λα είλαη ίζν κε 1. Ζ θαηάιιειε κεγέλζπζε 

γίλεηαη δηαηξψληαο ηε ζπλάξηεζε πνπ παξηζηάλεη ηελ νπξά ηεο θαηαλνκήο δηα ηνπ 

εκβαδνχ ηεο γξακκνζθηαζκέλεο πεξηνρήο, πνπ πξνθαλψο είλαη ε πηζαλφηεηα  

P[X > t]. Ζ πξάμε απηή ηαπηίδεηαη κε ηε δεκηνπξγία κηαο ππφ ζπλζήθεο θαηαλνκήο 

δηα δηαηξέζεσο ηεο απφ θνηλνχ θαηαλνκήο κε ηελ πηζαλφηεηα ηεο ζπλζήθεο. 

 

ρήκα 2.4: Ηδηφηεηα έιιεηςεο κλήκεο εθζεηηθήο θαηαλνκήο 

Πεγή : http://www.netmode.ntua.gr 

 

Σν απνηέιεζκα ηεο κεγέζπλζεο θαίλεηαη ζηε δεχηεξε θακπχιε ζην ρήκα 

8. Ζ λέα ζπλάξηεζε είλαη αθξηβέο αληίγξαθν ηεο αξρηθήο ζ.π.π. κφλν πνπ έρεη 

κεηαηνπηζζεί θαηά ρξφλν t0 sec πξνο ηα δεμηά. 

 

2.7 τοχαςτικϋσ Διαδικαςύεσ 

 

http://www.netmode.ntua.gr/
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 Ο Bachelier ζηα 1900 αλέιπζε ηηο κεηαπηψζεηο ζηηο ηηκέο ησλ πξντφλησλ 

ζηελ αγνξά θαη νδεγήζεθε ζε κηα εηδηθή ζεκαληηθή θαηεγνξία ησλ ζηνραζηηθψλ 

δηαδηθαζηψλ. Σν 1905 ε ίδηα δηαδηθαζία δηαπηζηψζεθε απφ ηνλ Einstein (1905) 

ζηελ πνιχ γλσζηή εξγαζία ηνπ γηα ηελ θίλεζε Brown. Μεηαμχ ησλ εξγαζηψλ πνπ 

αλαθέξζεθαλ παξαπάλσ ππάξρεη θαη απηή ηνπ Lundberg (1903), γξακκέλε ζηα 

νπεδηθά, ε νπνία εμεηάδνληαο ην πνζφ εηζπξάμεσλ κηαο αζθαιηζηηθήο εηαηξίαο 

νδεγείηαη ζε κηα αθφκα θαηεγνξία ζηνραζηηθήο δηαδηθαζίαο. Ζ δηαδηθαζία Poisson 

ην 1905 πξνηάζεθε απφ ηνλ Erlang ζε έλα πξφβιεκα ζπλσζηηζκνχ ζε 

ηειεθσληθέο γξακκέο απφ ηνλ Rutherford – Geiger (1908) ζηελ αλάιπζε ηεο 

ξαδηελεξγνχο απνζχλζεζεο. ιεο νη δηαδηθαζίεο πνπ αλαθέξζεθαλ παξαπάλσ 

ρξεζηκνπνηνχλ καζεκαηηθέο κεζφδνπο πνπ ιίγν – πνιχ ζηεξνχληαλ καζεκαηηθήο 

απζηεξφηεηαο. Παξ‟ φια απηά αλέπηπμαλ κία ηθαλφηεηα δηαηζζεηηθνχ ρεηξηζκνχ 

πξνβιεκάησλ θαη κεζφδσλ, κέρξη ην 1930 νπφηε θαη ηέζεθαλ ζε απζηεξέο 

καζεκαηηθέο βάζεηο. Αθνινπζεί ν νξηζκφο ηεο ζηνραζηηθήο δηαδηθαζίαο. 

Μία ζηνραζηηθή δηαδηθαζία είλαη κία νηθνγέλεηα ηπραίσλ κεηαβιεηψλ 

νξηζκέλσλ ζε έλαλ ρψξν πηζαλνηήησλ (Ω, , P). Δάλ ππάξρεη αξηζκήζηκν 

πιήζνο ησλ κειψλ ηεο νηθνγέλεηαο, ηφηε ε δηαδηθαζία ζπκβνιίδεηαη κε 

. Δάλ ην πιήζνο ησλ κειψλ ηεο νηθνγέλεηαο δελ είλαη αξηζκήζηκν, ηφηε 

ε δηαδηθαζία ζπκβνιίδεηαη κε  ή . ηελ πξψηε πεξίπησζε ε 

δηαδηθαζία νλνκάδεηαη δηαδηθαζία ζε ρξφλν δηαθξηηφ, ελψ ζηε δεχηεξε πεξίπησζε 

δηαδηθαζία ζε ρξφλν ζπλερή. (Σζάληαο Ν. Γ., Βαζηιείνπ Π. – Υ. Γ., 2000). 

ηελ πξάμε ηηο πεξηζζφηεξεο θνξέο ε παξάκεηξνο t εθθξάδεη ρξφλν, γη‟ 

απηφ θαη επηθξάηεζε ν παξαπάλσ νξηζκφο. Μία άιιε νλνκαζία πνπ 

ρξεζηκνπνηείηαη γηα ηηο ζηνραζηηθέο δηαδηθαζίεο είλαη ζηνραζηηθέο αλειίμεηο. 

 

2.8 υςτόματα με πολλαπλούσ ςταθμούσ εξυπηρϋτηςησ 

 

 Ζ ζεσξία αλακνλήο (Queueing theory), ε νπνία απνηειεί κία απφ ηηο 

ζπνπδαηφηεξεο ζηνραζηηθέο κεζφδνπο, εμεηάδεη ηα θαηλφκελα, ηα νπνία 

παξαηεξνχληαη ζε νπξέο, πνπ ζρεκαηίδνληαη φηαλ θζάλνπλ πειάηεο ζε έλα 

ζηαζκφ εμππεξέηεζεο. ηελ πεξίπησζε πνπ ν πειάηεο θζάλνληαο βξίζθεη φινπο 

ηεο εμππεξεηεηέο απαζρνιεκέλνπο, ζα πξέπεη λα πεξηκέλεη ζε θάπνηα νπξά κέρξη 

λα ειεπζεξσζεί θάπνηνο εμππεξεηεηήο. 
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 ην παξαθάησ ζρήκα παξνπζηάδεηαη έλα γεληθφ ζχζηεκα αλακνλήο, φπνπ 

κία αθνινπζία πειαηψλ θηάλεη ζε έλα ζηαζκφ εμππεξέηεζεο, ν νπνίνο 

πεξηιακβάλεη κία ή πεξηζζφηεξεο κνλάδεο εμππεξέηεζεο (εδψ εκθαλίδεηαη κία). 

Αλ έλαο πειάηεο, θηάλνληαο ζην ζχζηεκα βξεη φινπο ηνπο ζηαζκνχο 

εμππεξέηεζεο απαζρνιεκέλνπο ηφηε πεξηκέλεη ζηελ νπξά αλακνλήο κέρξη λα 

έξζεη ε θαηάιιειε ζηηγκή, ψζηε λα εμππεξεηεζεί, ζχκθσλα κε θάπνην αιγφξηζκν 

ρξνλνιφγεζεο (queuing discipline). Μεηά ην πέξαο ηεο εμππεξέηεζήο ηνπ, ν 

πειάηεο αλαρσξεί απφ ην ζχζηεκα.  

(http://www.netmode.ntua.gr/courses/undergraduate/queues/documents/queueing

1.pdf). 

 

ρήκα 2.5: Γεληθφ ζχζηεκα αλακνλήο 

Πεγή : http://www.netmode.ntua.gr 

 

ε έλα ζχζηεκα νπξάο νη αθίμεηο ησλ πειαηψλ είλαη ζπλήζσο ηπραίεο θαη ν 

ρξφλνο εμππεξέηεζεο είλαη ηπραία κεηαβιεηή. Δίλαη θπζηθφ, επνκέλσο, ε 

αληηκεηψπηζή ηνπο λα γίλεηαη ζχκθσλα κε ζηνραζηηθά κνληέια. Αθνινπζεί 

παξάδεηγκα εθαξκνγήο ζηε ζεσξία νπξάο : 

Αλ ππάξρνπλ n δηαθνξεηηθά είδε πειαηψλ θαη νη ρξφλνη κεηαμχ ησλ 

δηαδνρηθψλ αθίμεσλ γηα θάζε είδνο αθνινπζνχλ κηα εθζεηηθή θαηαλνκή κε 

παξάκεηξν , ηφηε ζε νπνηαδήπνηε ζηηγκή, ν ππφινηπνο ρξφλνο 

κέρξη ηελ άθημε ηνπ επφκελνπ πειάηε ηνπ είδνπο  αθνινπζεί κία εθζεηηθή 

θαηαλνκή κε ηελ ίδηα παξάκεηξν  (ηδηφηεηα έιιεηςεο κλήκεο) θαη ν ρξφλνο 

κεηαμχ δηαδνρηθψλ αθίμεσλ γηα νιφθιεξν ην ζχζηεκα αθνινπζεί κία εθζεηηθή 

θαηαλνκή κε παξάκεηξν  (ζχκθσλα κε ηελ ηδηφηεηα φηη Σν ειάρηζην 

δηαθνξεηηθψλ αλεμάξηεησλ ηπραίσλ κεηαβιεηψλ, πνπ αθνινπζνχλ κηα εθζεηηθή 

θαηαλνκή, αθνινπζεί κηα εθζεηηθή θαηαλνκή). 

http://www.netmode.ntua.gr/
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Αλ ππάξρνπλ n ζέζεηο εμππεξέηεζεο θαη φιεο νη ζέζεηο έρνπλ ηελ ίδηα 

εθζεηηθή θαηαλνκή ρξφλνπ εμππεξέηεζεο κε παξάκεηξν κ, ηφηε (κε βάζε ηηο 

ηδηφηεηεο πνπ αλαθέξζεθαλ θαη παξαπάλσ), ζε νπνηαδήπνηε ζηηγκή, ν ρξφλνο 

κέρξη λα ηειεηψζεη ε επόκελε εμππεξέηεζε ζε νπνηαδήπνηε απφ ηηο ζέζεηο 

αθνινπζεί κηαλ εθζεηηθή θαηαλνκή κε παξάκεηξν . 

Δπίζεο βάζε ηεο ζεσξίαο νπξάο ππάξρεη ζρέζε θαη κε ηελ θαηαλνκή 

Poisson, ε νπνία αλαπηχρζεθε ζε πξνεγνχκελν θεθάιαην. 

Έζησ φηη ν ρξφλνο κεηαμχ δηαδνρηθψλ εκθαλίζεσλ ελφο πεξηζηαηηθνχ(άθημε ή 

πεξάησζε εμππεξέηεζεο) έρεη κηαλ εθζεηηθή θαηαλνκή κε παξάκεηξν α. Σφηε ν 

αξηζκφο ησλ εκθαλίζεσλ ηνπ πεξηζηαηηθνχ ζην ρξφλν t (t > 0), X(t), αθνινπζεί κηα 

θαηαλνκή Poisson κε παξάκεηξν , δειαδή 

 

    (2.8) 

 

Ζ αλακελφκελε ηηκή ηεο θαηαλνκήο Poisson ζα είλαη . Έηζη ην 

 είλαη ν κέζνο αξηζκφο ησλ πεξηζηαηηθψλ ζηε κνλάδα ηνπ ρξφλνπ, δειαδή ν 

κέζνο ξπζκφο κε ηνλ νπνίν ζπκβαίλνπλ ηα πεξηζηαηηθά. 

 

Αθνινπζεί παξάδεηγκα ηεο ζεσξίαο νπξψλ : 

Αλ νη ρξφλνη κεηαμχ δηαδνρηθψλ αθίμεσλ αθνινπζνχλ κηα εθζεηηθή 

θαηαλνκή κε παξάκεηξν ι, ηφηε ν αξηζκφο ησλ αθίμεσλ ζην ρξφλν t αθνινπζεί κηα 

θαηαλνκή Poisson φπνπ α = ι, θαη ιέκε φηη νη αθίμεηο γίλνληαη κε κηα δηαδηθαζία 

εηζξνήο Poisson. 

Αλ ππάξρνπλ n παξάιιειεο ζέζεηο εμππεξέηεζεο θαη νη ρξφλνη 

εμππεξέηεζεο θάζε ζέζεο αθνινπζνχλ κηαλ εθζεηηθή θαηαλνκή κε παξάκεηξν κ, 

ηφηε ν αξηζκφο ησλ εμππεξεηήζεσλ πνπ γίλνληαη απφ n ζπλερψο απαζρνιεκέλεο 

ζέζεηο ζην ρξφλν t αθνινπζεί κηα θαηαλνκή Poisson φπνπ  

(http://www.mie.uth.gr/UC_gr/MM500/QueueingTheory8.1-8.5.pdf)  

 

2.9 Πεπεραςμϋνεσ Μαρκοβιανϋσ Αλυςύδεσ 

2.9.1 Ειςαγωγή 

 

http://www.mie.uth.gr/UC_gr/MM500/QueueingTheory8.1-8.5.pdf
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Απφ ηα πιένλ ζεκαληηθά ζηνραζηηθά κνληέια είλαη απηά πνπ κπνξνχλ λα 

ηεζνχλ θάησ απφ ηνλ ηίηιν Μαξθνβηαλέο Αιπζίδεο (Μ. Α.). Ζ καζεκαηηθή ππνδνκή 

νθείιεηαη ζην Ρψζν Μαζεκαηηθφ Markov ην 1905. Οη εθαξκνγέο ησλ Μ. Α. είλαη 

πνιιέο θαη ζε εληειψο δηαθνξεηηθέο επηζηήκεο, φπσο ζηελ θαξθηλνγέλεζε, ζηηο 

ηάζεηο ηεο αγνξάο, ζηνπο θηλδχλνπο ησλ επηρεηξήζεσλ, ζηηο αζθαιηζηηθέο 

κεζφδνπο, ζηα πιεζπζκηαθά πξνβιήκαηα, ζηε δεκνγξαθία, ζηελ αζηξνλνκία, ζηε 

ζεσξία απνζήθεπζεο θ. ά.. 

Υαξαθηεξηζηηθφ φισλ ησλ παξαπάλσ ζπζηεκάησλ είλαη φηη έρνπλ ηελ ίδηα 

ηδηφηεηα ηνπ Markov ή ηε Μαξθνβηαλή ηδηφηεηα, ε νπνία κε απιά ιφγηα ιέεη φηη ε 

κειινληηθή εμέιημε ηνπ ζπζηήκαηνο εμαξηάηαη απφ ηελ παξνχζα ηνπ θαηάζηαζε 

θαη δελ εμαξηάηαη απφ ην παξειζφλ ηνπ. (Π. – Υ. Γ. Βαζηιείνπ, 2000) 

 

2.9.2 Μαρκοβιανά Μοντέλα - Διαδικαςίεσ Markov 

 

Μαξθνβηαλή δηαδηθαζία νλνκάδεηαη κηα ζηνραζηηθή δηαδηθαζία ζε ζπλερή 

ρξφλν, πνπ έρεη ηελ Μαξθνβηαλή ηδηφηεηα. ηελ ζπλέρεηα ηεο παξνχζαο εξγαζίαο 

ν ρψξνο ησλ θαηαζηάζεσλ ζεσξείηαη δηαθξηηφο θαη πεπεξαζκέλνο. 

 

Μηα ζηνραζηηθή δηαδηθαζία ζε ζπλερή ρξφλν ιέκε φηη έρεη ηελ Μαξθνβηαλή 

ηδηφηεηα αλ   

 

 

γηα θάζε ζχλνιν ρξνληθψλ ζηηγκψλ  θαη . 

Ο πίλαθαο κεηάβαζεο κηαο Μαξθνβηαλήο δηαδηθαζίαο είλαη 

 

πνπ ηα ζηνηρεία  ηνπ πίλαθα είλαη νη πηζαλφηεηεο κεηάβαζεο απφ 

κία θαηάζηαζε I ηε ρξνληθή ζηηγκή s ζηελ θαηάζηαζε j ηε ρξνληθή ζηηγκή t, δειαδή 

: 

 

 

Ιδηόηεηεο ηνπ Πίλαθα Μεηάβαζεο Μαξθνβηαλήο δηαδηθαζίαο 

, γηα θάζε  θαη . 
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, γηα θάζε  θαη . 

, γηα θάζε  θαη . 

 

Μηα Μαξθνβηαλή δηαδηθαζία  νλνκάδεηαη νκνγελήο, αλ γηα θάζε 

.νη πηζαλφηεηεο κεηάβαζεο  

 

είλαη αλεμάξηεηεο ηνπ ρξφλνπ t. 

 

2.9.3 Markov Decision Process 

 

Μία δηαθνξεηηθή εθδνρή ησλ Μαξθνβηαλψλ δηαδηθαζηψλ πξνθχπηεη κε ηελ 

εηζαγσγή ελεξγεηψλ κεηαμχ ησλ θαηαζηάζεσλ θαη ηφηε νη δηαδηθαζίεο απηέο 

νλνκάδνληαη Markov Decision Processes (MDPs). Απηέο νη δηαδηθαζίεο 

πξνζαλαηνιίδνληαη ζηελ αλάπηπμε ζελαξίσλ θαη ηε ιήςε απνθάζεσλ ζρεηηθά κε 

ηηο βέιηηζηεο ηαθηηθέο νη νπνίεο θαηά ηελ εθαξκνγή ηνπο κπνξνχλ λα πξνθαιέζνπλ 

ηελ κεηάβαζε ζηελ επηζπκεηή θαηάζηαζε. 

Σα κνληέια MDPs απνηεινχληαη απφ έλα ζχλνιν θαηαζηάζεσλ, ελεξγεηψλ, 

πηζαλνηήησλ κεηάβαζεο θαη ηηκψλ αλακελφκελσλ θεξδψλ (Putterman, 1994), 

φπσο θαίλεηαη θαη ζην ζρήκα 2.6. Καζψο κία ελέξγεηα εθαξκφδεηαη ζε κία 

θαηάζηαζε ε δηαδηθαζία κεηαβαίλεη ζηνραζηηθά ζε κία άιιε θαηάζηαζε, ελψ 

παξάγεη κία ηηκή. 

 

ρήκα 2.6 Τπφδεηγκα ζηνηρείσλ Markov Decision Processes 

Πεγή : Μαξθνβηαλέο Αιπζίδεο γηα ηελ θαηαλαισηηθή ζπκπεξηθνξά, Εσγφπνπινο 

Νηθφιανο 
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Οη πηζαλφηεηεο κεηάβαζεο ζε κία ζηνρεπκέλε θαηάζηαζε (κε δεδνκέλε ηελ 

αξρηθή θαηάζηαζε θαη ηελ εθαξκνδφκελε ελέξγεηα) θαη νη αλακελφκελεο ηηκέο 

πξνζδηνξίδνπλ ην κνληέιν (Εσγφπνπινο Νηθφιανο, 2010). 

 

2.9.4 Hidden Markov Models 

 

Οη ιαλζάλνπζεο Μαξθνβηαλέο δηαδηθαζίεο (Hidden Markov Models, HMM) 

έρνπλ εθαξκνζηεί κε εληππσζηαθά απνηειέζκαηα ζε πιεζψξα επηζηεκνληθψλ 

ηνκέσλ, απφ ηελ αλαγλψξηζε ηνπ ιφγνπ (speech recognition) κέρξη θαη ηε 

βηνπιεξνθνξηθή, ζηελ εμεξεχλεζε ηεο λνπθιενηηδηθήο  αιιεινπρίαο (DNA), αιιά 

θαη ηεο αιιεινπρίαο ησλ ακηλνμέσλ γηα ηε δνκή ησλ πξσηετλψλ. Σν κνληέιν HMM 

εθηφο ηνπ φηη ρσξίδεη ηηο πιεξνθνξίεο ζε παξαηεξίζηκεο θαη κε, δηαζέηεη ηελ 

ηθαλφηεηα πξνζαξκνγήο. 

Οη παξαηεξήζεηο είλαη κία πηζαλνηηθή ζπλάξηεζε ηεο θαηάζηαζεο. Μία 

ζηνραζηηθή δηαδηθαζία κε έλα ππφζηξσκα ην νπνίν απνηειείηαη απφ κία 

ζηνραζηηθή δηαδηθαζία, ε νπνία είλαη ιαλζάλνπζα (δελ κπνξεί λα παξαηεξεζεί), 

αιιά κπνξεί λα πεξηγξαθεί απφ έλα άιιν ζχλνιν ζηνραζηηθψλ δηαδηθαζηψλ, νη 

νπνίεο παξάγνπλ ηελ αιιεινπρία παξαηεξήζεσλ, φπσο θαίλεηαη θαη ζην 

παξαθάησ ζρήκα 2.7 (Εσγφπνπινο Νηθφιανο, 2010). 

 

 

 

ρήκα 2.7 Παξαηεξήζεηο (Ο) θαη ιαλζάλνπζεο (S) θαηαζηάζεηο ζε έλα ΖΜΜ 

Πεγή : Μαξθνβηαλέο Αιπζίδεο γηα ηελ θαηαλαισηηθή ζπκπεξηθνξά, Εσγφπνπινο 

Νηθφιανο 



Πτυχιακή εργαςία του Θεοδοςιάδη Χρήςτου 

42 από 110 

2.9.5 Μαρκοβιανέσ Αλυςίδεσ διακριτού χρόνου 

 

Έζησ έλα ζχζηεκα ηνπ νπνίνπ γλσξίδνπκε ην ζπλνιηθφ αξηζκφ ησλ κειψλ 

ηνπ ζε θάζε ρξνληθή ζηηγκή t = 0,1,2,... θαη επίζεο ηα κέιε ηνπ ηαμηλνκνχληαη ζε k 

θαηαζηάζεηο ζχκθσλα κε θάπνην ραξαθηεξηζηηθφ ηνπο. Ο αξηζκφο ησλ κειψλ 

κπνξεί λα είλαη ζηαζεξφο, ή λα δίλεηαη ζαλ κηα αθνινπζία κέζα ζην ρξφλν ή λα 

είλαη κηα πξφβιεςε κηαο γλσζηήο ζηνραζηηθήο δηαδηθαζίαο. Σν ρξφλν ζα ηνλ 

ζεσξήζνπκε πξνο ην παξφλ δηαθξηηφ, ελψ ε ζεψξεζε κπνξεί λα επεθηαζεί θαη ζε 

ζπλερή ρξφλν. Σν θεληξηθφ πξφβιεκα ηεο ζεσξίαο ησλ νκνγελψλ Μαξθνβηαλψλ 

ζπζηεκάησλ (ΟΜ) είλαη ν πξνζδηνξηζκφο ηεο πιεζπζκηαθήο δνκήο ηνπ 

ζπζηήκαηνο ζε θάζε ρξνληθή ζηηγκή.  

Έζησ ν ρψξνο ησλ θαηαζηάζεσλ S = {1, 2,..., k}. Κάζε κέινο ηνπ 

ζπζηήκαηνο κπνξεί λα αλήθεη ζε κηα κφλν θαηάζηαζε. 

Έζησ: 

:  ν αλακελφκελνο αξηζκφο ησλ κειψλ ηνπ ζπζηήκαηνο ζηελ 

θαηάζηαζε i ηελ ρξνληθή ζηηγκή t . 

:  ε πηζαλφηεηα κεηάβαζεο ελφο κέινπο απφ κηα θαηάζηαζε i ζε κία 

θαηάζηαζε j ζε θάζε ρξνληθφ δηάζηεκα. 

 : ε πηζαλφηεηα έλα λενεηζεξρφκελν κέινο λα πάεη ζηελ θαηάζηαζε i ζε 

θάζε ρξνληθφ δηάζηεκα. Αλ δελ ππάξρεη είζνδνο λέσλ κειψλ ηφηε . 

: ε πηζαλφηεηα έλα κέινο πνπ βξίζθεηαη ζηελ θαηάζηαζε i λα 

εγθαηαιείςεη ην ζχζηεκα ζε θάζε ρξνληθφ δηάζηεκα. Αλ ην ζχζηεκα είλαη θιεηζηφ 

ηφηε . 

: ε δηαθνξά κεγέζνπο ηνπ ζπζηήκαηνο ζην δηάζηεκα 

. Σα λέα κέιε εηζέξρνληαη φια ζην ηέινο θάζε 

δηαζηήκαηνο . 

: Ο αλακελφκελνο αξηζκφο ησλ κειψλ πνπ απνρσξνχλ απφ ην 

ζχζηεκα ζην ίδην δηάζηεκα. 

 

Οξίδνπκε : 

Σνλ  x  πίλαθα P κε ζηνηρεία πηζαλφηεηεο κεηάβαζεο . Γηα ηνλ 

πίλαθα P  ηζρχεη   , εθφζνλ . 
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Σν δηάλπζκα πηζαλνηήησλ εηζφδνπ    ην νπνίν είλαη 

ζηνραζηηθφ. Σν δηάλπζκα πηζαλνηήησλ απψιεηαο  . 

Ζ πιεζπζκηαθή δνκή ηνπ ζπζηήκαηνο ζε θάζε ρξνληθή ζηηγκή δίλεηαη απφ 

ην δηάλπζκα  . Ζ γλψζε ησλ P,  θαη  

παξέρεη επαξθή πιεξνθνξία γηα λα κειεηήζνπκε ηελ εμέιημε ελφο Οκνγελνχο 

Μαξθνβηαλνχ πζηήκαηνο. (Μ. Σδακάι, 2006) 

 

2.9.6 Μαρκοβιανέσ Αλυςίδεσ ςυνεχούσ χρόνου 

 

Ζ επέθηαζε ησλ νκνγελψλ Μαξθνβηαλψλ ζπζηεκάησλ ζε ζπλερή ρξφλν 

γίλεηαη θαηά θπζηθφ ηξφπν κε βάζε ηα νκνγελή Μαξθνβηαλά ζπζηήκαηα δηαθξηηνχ 

ρξφλνπ, ζεσξψληαο φηη νη κεηαβάζεηο κπνξνχλ λα γίλνπλ ζε απεηξνειάρηζηα κηθξά 

ρξνληθά δηαζηήκαηα. Σφηε βαζηθφο πίλαθαο πιεξνθνξίαο ηεο εμέιημεο ηνπ 

ζπζηήκαηνο θαζίζηαηαη ν πίλαθαο ηάζεσλ Q ησλ πηζαλνηήησλ κεηάβαζεο, φπσο 

ηνλ νξίζακε ζηηο Μαξθνβηαλέο δηαδηθαζίεο. 

Δίλαη θαλεξφ φηη ε εμέιημε ηνπ ΟΜ θαζνξίδεηαη απφ ηελ Μαξθνβηαλή 

αιπζίδα ε νπνία νξίδεηαη κε βάζε ηνλ πίλαθα πηζαλνηήησλ κεηάβαζεο P(s,t). Ζ 

αιπζίδα απηή θαιείηαη ελζσκαησκέλε Μαξθνβηαλή αιπζίδα ηνπ ΟΜ ζπλερνχο 

ρξφλνπ. Έηζη ε εμέιημε ηεο δνκήο ηνπ ζπζηήκαηνο δίλεηαη απφ ηηο δηαθνξηθέο 

εμηζψζεηο ηνπ Kolmogorov. ηελ ζπλέρεηα ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηηο πξνο ηα 

εκπξφο δηαθνξηθέο εμηζψζεηο ηνπ Kolmogorov, δειαδή: 

 

               (2.9) 

 

Σν δηάλπζκα θαηάζηαζεο   ηεο ελζσκαησκέλεο 

Μαξθνβηαλήο αιπζίδαο ηθαλνπνηεί ηελ εμίζσζε 

 

       (2.10) 

 

φπνπ ν πίλαθαο P(0,t) ππνινγίδεηαη απφ ηελ επίιπζε ηεο εμίζσζεο (2.9). Έηζη 

είλαη: 
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       (2.11) 

 

Οπφηε:    

 

ηελ ηειεπηαία εμίζσζε ην δηάλπζκα  δίλεη ηηο 

πηζαλφηεηεο ε αξρηθή θαηάζηαζε ηεο ελζσκαησκέλεο Μ. Α. λα είλαη ε , 

θαη ην δηάλπζκα p(t) ηεο πηζαλφηεηεο ε αιπζίδα λα βξίζθεηαη ζηηο δηάθνξεο 

θαηαζηάζεηο ηε ρξνληθή ζηηγκή . (Μ. Σδακάι, 2006). 

 

2.10 Πιθανότητεσ ςε κατϊςταςη ςτατιςτικόσ ιςορροπύασ 

 

Ζ έλλνηα ηεο «ζηαηηζηηθήο ηζνξξνπίαο» βξίζθεηαη ζπρλά ζε ζπζηήκαηα πνπ 

πεξηγξάθνληαη κε πηζαλφηεηεο θαη ζπλήζσο νξίδεηαη αλάινγα κε ην ζχζηεκα. Ζ 

έλλνηα απηή απνδείρηεθε πνιχ ρξήζηκε γηα ηελ απινπνίεζε πνιιψλ πνιχπινθσλ 

θαηαζηάζεσλ, αθνχ ε κειέηε ζπζηεκάησλ ζε θαηάζηαζε «ζηαηηζηηθήο 

ηζνξξνπίαο» δίλεη ζεκαληηθέο πιεξνθνξίεο γηα ην ίδην ην ζχζηεκα. ηηο 

πεξηζζφηεξεο πεξηπηψζεηο έρεη ηελ έλλνηα ηεο θαηάζηαζεο ζηελ νπνία βξίζθεηαη 

ην ζχζηεκα κεηά απφ πνιχ ρξφλν. Αλαθεξφκαζηε δειαδή ζηελ αζπκπησηηθή 

ζπκπεξηθνξά ηνπ ζπζηήκαηνο. 

ε θάζε πεξίπησζε, ιέκε πσο έλα ζχζηεκα νπξάο βξίζθεηαη ζε θαηάζηαζε 

ηζνξξνπίαο φηαλ ππάξρεη ην . Γειαδή, νπζηαζηηθά ζηελ θαηάζηαζε 

«ζηαηηζηηθήο ηζνξξνπίαο» ε πηζαλφηεηα λα έρνπκε  πειάηεο δελ εμαξηάηαη απφ 

ην ρξφλν ιεηηνπξγίαο ηνπ ζπζηήκαηνο, κε ηελ πξνυπφζεζε ν ρξφλνο απηφο λα 

είλαη αξθεηά κεγάινο ψζηε ην ζχζηεκα λα πεξηέιζεη ζηελ θαηάζηαζε απηή. Δίλαη 

εκθαλέο πσο φηαλ έλα ζχζηεκα είλαη αλεμάξηεην απφ ην ρξφλν ηφηε  . 
Καηά ζπλέπεηα πξνθχπηνπλ νη παξαθάησ εμηζψζεηο : 

. 

Λχλνπκε ινηπφλ ην παξαπάλσ ζχζηεκα ησλ εμηζψζεσλ δηαθνξψλ σο πξνο  θαη 

ζπλερίδνληαο επαλαιεπηηθά θαηαιήγνπκε φηη : 
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. 

Γλσξίδνπκε φκσο φηη . 

Γηα ιφγνπο ζπκβνιηζκνχ νξίδνπκε , ν νπνίνο έρεη θαη θπζηθφ λφεκα, 

εθφζνλ είλαη ν ιφγνο ηεο κέζεο ηηκήο αθίμεσλ πξνο ην αληίζηξνθν ηεο κέζεο 

ηηκήο ηνπ ρξφλνπ εμππεξέηεζεο θαη ιέγεηαη επίζεο θαη ηάζε ζπλσζηηζκνύ. 

Δπνκέλσο ε ηειεπηαία ζρέζε κεηαηξέπεηαη ζηελ : 

.  Ζ ζεηξά  είλαη ε γλσζηή γεσκεηξηθή ζεηξά θαη ζπγθιίλεη κφλν 

φηαλ . Δπνκέλσο γηα λα ππάξμεη ιχζε ζε θαηάζηαζε «ζηαηηζηηθήο 

ηζνξξνπίαο», ζα πξέπεη . Απηφ βέβαηα ηζρχεη δηαηζζεηηθά, δηφηη 

θαηαιαβαίλνπκε φηη φηαλ   ε κέζε ηηκή αθίμεσλ είλαη κεγαιχηεξε απφ ηε 

κέζε ηηκή αλαρσξήζεσλ θαη επνκέλσο ε νπξά κεγαιψλεη ζπλερψο ρσξίο θάπνην 

φξην. Βέβαηα δε γίλεηαη εχθνια αληηιεπηφ, γηαηί δελ ππάξρεη ιχζε ζε θαηάζηαζε 

«ζηαηηζηηθήο ηζνξξνπίαο» φηαλ . Μία πηζαλή εμήγεζε γηα ην φηη ε νπξά 

κεγαιψλεη απεξηφξηζηα φηαλ  είλαη φηη ε θαηάζηαζε δπζθνιεχεη ζπλερψο γηα 

ηνλ «ππεξέηε», αθνχ δελ εμππεξεηνχληαη πην γξήγνξα απφ φζν θαηαθζάλνπλ νη 

πειάηεο. 

Γλσξίδνπκε πσο ην φξην ηεο ζεηξάο γηα , είλαη  

,  

απ‟ φπνπ πξνθχπηεη φηη  θαη επνκέλσο νη πηζαλφηεηεο ζε θαηάζηαζε 

«ζηαηηζηηθήο ηζνξξνπίαο» είλαη : 

 γηα . 

 

Γειαδή φηαλ ην ζχζηεκα βξίζθεηαη ζε θαηάζηαζε «ζηαηηζηηθήο 

ηζνξξνπίαο», ν αξηζκφο ησλ πειαηψλ αθνινπζεί ηε γεσκεηξηθή θαηαλνκή κε 

παξάκεηξν . (Π. – Υ. Γ. Βαζηιείνπ, 2000) 
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2.11 Μϋτρα λειτουργικότητασ του ςυςτόματοσ ουρϊσ – Νόμοσ του 

Little 

 

ηαλ κειεηάκε έλα ζχζηεκα νπξάο καο ελδηαθέξεη λα ππνινγίζνπκε 

θάπνηα κέηξα ιεηηνπξγηθφηεηαο ζε απηή. Αξρηθά, αλ  είλαη ν αξηζκφο πειαηψλ 

ζην ζχζηεκα ζε θαηάζηαζε «ζηαηηζηηθήο ηζνξξνπίαο», ελδηαθεξφκαζηε γηα ηε 

κέζε ηηκή ηνπ . Δπηπιένλ, αλ  είλαη ε η. κ. πνπ εθθξάδεη ηνπο πειάηεο 

ζηελ νπξά, φηαλ απηή είλαη ζε θαηάζηαζε «ζηαηηζηηθήο ηζνξξνπίαο», ηφηε ε κέζε 

ηηκή  είλαη έλα άιιν κέηξν ιεηηνπξγηθφηεηαο. Οκνίσο αλ  είλαη ν 

ρξφλνο πνπ έλαο πειάηεο πξέπεη λα πεξηκέλεη ζηελ νπξά ψζηε λα εμππεξεηεζεί, 

ελδηαθεξφκαζηε γηα ηε κέζε ηηκή ηνπ . Σέινο, αλ Σ είλαη ν ρξφλνο πνπ 

έλαο πειάηεο πξέπεη λα θαηαλαιψζεη ζηελ νπξά ζπκπεξηιακβαλνκέλνπ θαη ηνπ 

ρξφλνπ εμππεξέηεζεο, ηφηε . (Κνπηξνπκάλε Γεσξγία, 2006) 

Ο Νφκνο ηνπ Little είλαη κία απιή ζρέζε πνπ ζπλδέεη ηα παξαπάλσ κέηξα 

ιεηηνπξγηθφηεηαο κεηαμχ ηνπο, αιιά θαη κε ην κέζν ξπζκφ αθίμεσλ ζην ζχζηεκα. 

Έηζη, αλ  είλαη ην κέζν πνζνζηφ ησλ πειαηψλ πνπ εηζέξρνληαη ζην ζχζηεκα 

νπξάο ηφηε, ζχκθσλα κε ην Νφκν ηνπ Little : 

. 

Ζ ζρέζε απηή είλαη ηδηαίηεξα ρξήζηκε, ιφγσ ηεο γεληθφηεηάο ηεο θαη ηζρχεη 

γηα θάζε νπξά. Δπηπιένλ, απνδεηθλχεηαη φηη ηζρχνπλ ηα παξαθάησ : 

 

 

 

 

Παξάδεηγκα 4.2.1: ε έλα supermarket ηξία θνξίηζηα βξίζθνληαη ζηα ηακεία. Ο 

ρξφλνο εμππεξέηεζεο γηα θάζε πειάηε θαηαλέκεηαη ζχκθσλα κε ηελ εθζεηηθή 

θαηαλνκή θαη κέζε ηηκή 12 ηελ ψξα θαη ε δηαδηθαζία άθημεο είλαη ε Poisson κε 

κέζε ηηκή 30 ηελ ψξα. ε θαηάζηαζε ζηαηηζηηθήο ηζνξξνπίαο πηα ε πηζαλφηεηα, 

φια ηα θνξίηζηα λα είλαη απαζρνιεκέλα; Πνηνο ν αλακελφκελνο αξηζκφο πειαηψλ 

πνπ πεξηκέλνπλ γηα λα εμππεξεηεζνχλ; Πνηνο ν αλακελφκελνο ρξφλνο αλακνλήο 

σο ηελ εμππεξέηεζε ελφο πειάηε; 
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Λχζε 

Γηα λα είλαη φια ηα θνξίηζηα απαζρνιεκέλα φινη νη πειάηεο ζα πξέπεη λα είλαη 

ηνπιάρηζηνλ 3, φπσο είλαη πξνθαλέο, δειαδή 

, 

πνπ απφ ηε κειέηε ηεο νπξάο Μ/Μ/5 έρνπκε ηηο ζρέζεηο γηα ηα  κε 

,  . 

Άξα,  θαη θαηά ζπλέπεηα 

 

 

Ο αλακελφκελνο αξηζκφο ησλ πειαηψλ πνπ πεξηκέλνπλ ζηελ νπξά γηα λα 

εμππεξεηεζνχλ είλαη ην , δειαδή ε κέζε ηηκή ησλ πειαηψλ ζηελ νπξά, άξα 

. 

Ο αλακελφκελνο ρξφλνο αλακνλήο γηα έλαλ πειάηε είλαη ην  ιεπηά. 

(Βαζηιείνπ Π. – Υ. Γ., Σζαθιίδεο Γ., Σζάληαο Ν.Γ., 1998) 
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Κεθάλαιο 3:  Πποζομοίυζη 

3.1 Ειςαγωγό 

 

Πποζομοίυζη (simulation) είλαη ε κίκεζε ηεο ιεηηνπξγίαο ζπζηεκάησλ ή 

ηεο εμέιημεο δηαδηθαζηψλ κέζα ζην ρξφλν κε ηε βνήζεηα ππνινγηζηή. Γιαδικαζία ή 

ζύζηημα νλνκάδεηαη έλα ζχλνιν ζηνηρείσλ ηα νπνία εμειίζζνληαη θαη 

αιιειεπηδξνχλ ζχκθσλα κε θάπνηνπο θαλφλεο. Οη θαλφλεο απηνί εθθξάδνληαη κε 

καζεκαηηθέο ή ινγηθέο ζρέζεηο, θαη απνηεινχλ ην μονηέλο ηνπ ζπζηήκαηνο. 

Καηάζηαζη είλαη ην ζχλνιν ησλ κεηαβιεηψλ νη νπνίεο δίλνπλ ηελ απαξαίηεηε 

πιεξνθνξία γηα ηελ πεξηγξαθή ηνπ ζπζηήκαηνο. 

Έλα παξάδεηγκα πξνζνκνίσζεο είλαη ην εμήο: 

Ζ θίλεζε πιηθνχ ζεκείνπ κάδαο m επάλσ ζε κία επζεία ππφ ηελ επίδξαζε 

ζηαζεξήο δχλακεο F, πεξηγξάθεηαη απφ ην δηάλπζκα  

 =  

 

ην νπνίν είλαη ην δηάλπζκα θαηαζηάζεσο. Σν κνληέιν ηνπ ζπζηήκαηνο "πιηθφ 

ζεκείν ππφ ηελ επίδξαζε δχλακεο" δίδεηαη απφ ηηο ζρέζεηο 

u(0) = u0, u(t)= u0 +   t 

s(0) = s0, s(t)= s0 + u0t+    t
2 

 

ηηο εθθξάζεηο απηέο, νη s0, π0 είλαη νη ηηκέο ηεο κεηαηφπηζεο θαη ηαρχηεηαο 

ηε ρξνληθή ζηηγκή 0 θαη m είλαη ε κάδα ηνπ πιηθνχ ζεκείνπ. 

           Αλ νη ζρέζεηο πνπ πεξηγξάθνπλ ηελ εμέιημε ηνπ ζπζηήκαηνο είλαη απιέο, 

φπσο απηέο ηνπ παξαδείγκαηνο, ηφηε είλαη δπλαηή ε εχξεζε ιχζεσλ θιεηζηήο 

κνξθήο, νπφηε ιέκε φηη ην κνληέιν επηιχεηαη αναλςηικά. Ωζηφζν ηα πεξηζζφηεξα 

ζπζηήκαηα έρνπλ δηάλπζκα θαηάζηαζεο κεγάισλ δηαζηάζεσλ θαη πεξηγξάθνληαη 

απφ πνιχπινθα κνληέια ησλ νπνίσλ ε αλαιπηηθή επίιπζε είλαη αδχλαηε. Γηα ηε 

κειέηε ηνπο εθαξκφδνληαη νη ιεγφκελεο απιθμηηικέρ κέζνδνη. Σέηνηεο είλαη ε 

αξηζκεηηθή αλάιπζε θαη ε πξνζνκνίσζε. Ζ πξνζνκνίσζε ζπλίζηαηαη ζηελ 

αλάπηπμε ελφο κνληέινπ ηνπ ππφ εμέηαζε ζπζηήκαηνο κε ηε κνξθή 

πξνγξάκκαηνο ζε ππνινγηζηή θαη ζηελ εθηέιεζε ελφο (ή πεξηζζνηέξσλ) 

πεηξάκαηνο ην νπνίν θαηαγξάθεη ηελ θαηάζηαζε ηνπ ζπζηήκαηνο ζε δηαδνρηθέο 
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ρξνληθέο ζηηγκέο απνηππψλνληαο έλα πηζαλφ ζελάξην εμέιημεο ηνπ ζπζηήκαηνο 

ζην ρξφλν (Κνπτθφγινπ 2002). 

 

Ζ πποζομοίυζη έρεη εθαξκνγέο: 

 

• ζηελ αλάιπζε θαη ζρεδίαζε ζπζηεκάησλ παξαγσγήο (βηνκεραλία) 

• ζηνλ έιεγρν απνζεκάησλ (βηνκεραλία, εκπνξηθέο επηρεηξήζεηο) 

• ζηε κειέηε θπθινθνξηαθψλ ζπζηεκάησλ (νδηθφ δίθηπν, αεξνδξφκηα)  

•ζηε κειέηε ζπζηεκάησλ εμππεξεηήζεσο πειαηψλ (ηξάπεδεο, λνζνθνκεία, 

ηειεπηθνηλσλίεο) 

• ζηελ αμηνιφγεζε απνθάζεσλ ππφ αβεβαηφηεηα (ρξεκαηηζηήξην, 

επελδχζεηο, 

marketing). 

• ζε πζηήκαηα νπξψλ αλακνλήο (π.ρ. ηξάπεδεο, λνζνθνκεία, δίθηπα 

ππνινγηζηψλ) 

 

Με ηε κέζνδν ηεο πξνζνκνίσζεο φκσο είλαη δπλαηή θαη ε κειέηε θάπνησλ 

πνιχπινθσλ ζηαηηζηηθψλ πξνβιεκάησλ φπσο π.ρ.: 

• Πξνζεγγηζηηθφο ππνινγηζκφο ηεο κέζεο ηηκήο κηαο πνιχπινθεο 

ζπλάξηεζεο 

• Πξνζεγγηζηηθή εχξεζε ηεο θαηαλνκήο θάπνηαο πνιχπινθεο ζηαηηζηηθήο 

ζπλάξηεζεο 

• Αζπκπησηηθή ζπκπεξηθνξά πνιχπινθσλ ζηνραζηηθψλ κνληέισλ 

• Πξνζεγγηζηηθφο ππνινγηζκφο ηνπ p-value ή ηεο ηζρχνο ελφο ειέγρνπ κηαο 

ππφζεζεο ζε έλα ζχλζεην κνληέιν 

 

Με ηελ πξνζνκνίσζε κπνξεί θαλείο λα αμηνινγήζεη ηελ 

απνηειεζκαηηθφηεηα ή απφδνζε ελφο ζπζηήκαηνο πξηλ απηφ θαηαζθεπαζζεί κε 

ζθνπφ ηε βέιηηζηε ζρεδίαζή ηνπ. 

 

Σα πιενλεθηήκαηα ηεο πξνζνκνίσζεο είλαη : 

 

 Μπνξεί λα απνηειεί ηελ κφλε πξνζέγγηζε γηα ηελ επίιπζε θάπνησλ 

πξνβιεκάησλ 
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 Μπνξεί λα θνζηίδεη ιηγφηεξν 

 Παξνπζηάδεη κεγαιχηεξε επαηζζεζία ζηελ αληίιεςε ησλ ζρέζεσλ κεηαμχ 

ησλ πξνβιεκάησλ 

 Δίλαη αζθαιήο κέζνδνο 

 Γίλεη ηε δπλαηφηεηα επαλάιεςεο ηνπ ηδίνπ θαηλνκέλνπ 

 Γίλεη ηε δπλαηφηεηα πιήξνπο ελφξαζεο ηνπ ζπζηήκαηνο πνπ εμεηάδεηαη απφ 

φιεο ηηο πιεπξέο 

 

Σα κεηνλεθηήκαηα ηεο πξνζνκνίσζεο είλαη : 

 

 Κάπνηεο θνξέο απαηηεί ζεκαληηθφ ρξφλν θαη θφζηνο 

 Μπνξεί λα κελ είλαη ε πην θαηάιιειε κέζνδνο επίιπζεο ηνπ πξνβιήκαηνο 

 Γελ εγγπάηαη φηη ζα νδεγήζεη ζηελ θαιχηεξε δπλαηή ιχζε 

 Μπνξεί λα κελ αληαλαθιά κε αθξίβεηα ηελ ππφ κειέηε θαηάζηαζε 

 Βαζίδεηαη θαζνξηζηηθά ζηελ ηπραηφηεηα (ζηνραζηηθέο θαηαλνκέο, ηπραίνη 

αξηζκνί). 

 

  πλνςίδνληαο φια ηα παξαπάλσ, κπνξνχκε λα πνχκε φηη, ε πξνζνκνίσζε 

είλαη κηα νηθνλνκηθή κέζνδνο πνπ επηηξέπεη ηε κειέηε κηαο καθξνρξφληαο εμέιημεο, 

ζε πνιχ κηθξφ ρξνληθφ δηάζηεκα, θαη κπνξεί λα πινπνηεζεί απφ κεραληθνχο, 

νηθνλνκνιφγνπο θ.ά., νη νπνίνη δελ είλαη απαξαίηεην λα έρνπλ εθηεηακέλεο 

καζεκαηηθέο γλψζεηο, παξά κφλν ηε δπλαηφηεηα θαηαλφεζεο θάπνησλ ελλνηψλ 

ζηαηηζηηθήο. Ωζηφζν, ε νπηηθνπνίεζε ηεο πξαγκαηηθήο θίλεζεο θάπνηνπ 

αληηθεηκέλνπ ζηελ νζφλε είλαη κηθξήο εκβέιεηαο, παξφιν πνπ παξέρεη ηε 

δπλαηφηεηα ειέγρνπ (Καξαιή 2002).  

πλεπψο, ε πεξηγξαθή ηεο θίλεζεο κε ηελ απνθιεηζηηθή ρξήζε ηεο 

πξνζνκνίσζεο είλαη θησρή, αθνχ δελ πξνζθέξεη πεξαηηέξσ παξαθνινχζεζε ηνπ 

θαηλνκέλνπ. Σειηθά, κε ηελ πξνζνκνίσζε επηηπγράλεηαη κφλν ε «κίκεζε» ηνπ 

θαηλνκέλνπ θαη κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί, είηε γηα ηνλ ζρεδηαζκφ ελφο θαηλνχξηνπ 

ζπζηήκαηνο, είηε γηα βειηηψζεηο πάλσ ζε έλα ππάξρνλ κνληέιν, ρσξίο λα 

δηαηαξαρζεί ην ζχζηεκα ζηελ πξάμε (http://www.e2b.gr/). 

 

 

http://www.e2b.gr/
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3.2 Έννοια του υςτόματοσ 

 

ύζηημα είλαη κία ζχλζεηε πιεξνθνξηαθή δνκή, κε απηφ ην πιεξνθνξηαθφ 

πεξηερφκελν δπλεηηθά λα εθθξάδεηαη πιηθά θαη ρσξηθά, απνηεινχκελε απφ 

πνιιαπιά δνκηθά κέξε ηα νπνία είλαη απηφλνκα, κε αηνκηθή ηαπηφηεηα θαη 

ζπκπεξηθνξέο, αιιά αιιειεπηδξνχλ ζηελά κεηαμχ ηνπο. Ο πην απιφο νξηζκφο ηνπ 

ζπζηήκαηνο, είλαη έλα δίθηπν απφ αιιειεπηδξνχζεο κεηαβιεηέο. Απηφ ζεκαίλεη φηη 

θάζε αιιαγή ζε νπνηνλδήπνηε θφκβν ηνπ ζπζηήκαηνο ζα πξνθαιέζεη αιιαγέο θαη 

ζηνπο άιινπο θφκβνπο - νη νπνίεο φκσο δελ είλαη απαξαίηεην φηη είλαη 

πξνβιέςηκεο. 

Δπίζεο ην ζχζηεκα σο ζχλνιν, κέζσ ησλ κεξψλ ηνπ, κπνξεί λα 

αιιειεπηδξά κε ην πεξηβάιινλ ηνπ. Καηά ηελ αιιειεπίδξαζε απηή είλαη ηθαλφ λα 

δέρεηαη δεπηεξεχνλ πιεξνθνξηαθφ πεξηερφκελν σο είζνδν (input), λα ην 

επεμεξγάδεηαη θαη λα απνβάιιεη ην πιεξνθνξηαθφ απνηέιεζκα ηεο επεμεξγαζίαο 

μαλά ζην πεξηβάιινλ σο έμνδν (output). Ζ δηαδηθαζία απηή δχλαηαη λα ζπκβαίλεη 

ζπλερψο ή ζε ηαθηά ρξνληθά δηαζηήκαηα. Έλα ζχζηεκα κπνξεί λα πεξηέρεη σο 

δνκηθνχο ιίζνπο ςποζςζηήμαηα, δειαδή ρακειφηεξεο πεξηπινθφηεηαο 

ζπζηήκαηα ηα νπνία ιεηηνπξγνχλ απηφλνκα αιιά ηαπηφρξνλα αιιειεπηδξνχλ 

κεηαμχ ηνπο δίλνληαο σο απνηέιεζκα ην αξρηθφ, πςειφηεξεο δνκηθήο 

πεξηπινθφηεηαο ζχζηεκα. 

Θευπία ζςζηημάηυν είλαη έλα δηεπηζηεκνληθφ γλσζηηθφ πεδίν ην νπνίν 

παξέρεη έλα ελνπνηεηηθφ, θηινζνθηθφ πιαίζην ελλνηψλ γηα ηε κειέηε 

νινθιεξσκέλσλ ζπζηεκάησλ, αλεμαξηήησο απφ ηε δηάζπαζε ηνπο ζε πην 

ζεκειηψδεηο δνκηθνχο ιίζνπο θαη ιακβάλνληαο ππ' φςηλ ηηο αιιειεπηδξάζεηο απηψλ 

ησλ ζεκέιησλ ιίζσλ. Ο ελ ιφγσ ηξφπνο ζθέςεο νλνκάδεηαη νιηζκφο θαη απνηειεί 

ην αληίζεην ηεο πξνζέγγηζεο ηεο κειέηεο ελφο ζπζηήκαηνο απνθιεηζηηθά κε 

αλαγσγή ηνπ ζηα δνκηθά ηνπ κέξε, δειαδή ελφο άιινπ ηξφπνπ ζθέςεο πνπ 

θαιείηαη αλαγψγηκνο. Ζ ζεσξία ζπζηεκάησλ αλαπηχρζεθε σο αληίδξαζε ζηνλ 

αλαγσγηζκφ θαη ζηνπο πεξηνξηζκνχο ηνπ. 

Ωο ζχζηεκα (system) κπνξεί λα νξηζηεί θάζε δηεξγαζία, ηελ νπνία ζέινπκε 

λα εξεπλήζνπκε, θάλνληαο θάπνηεο ππνζέζεηο γηα ηνλ ηξφπν ιεηηνπξγίαο ηεο. 

Απηέο νη ππνζέζεηο, κπνξνχλ λα πάξνπλ ηε κνξθή καζεκαηηθψλ θαη ινγηθψλ 

ζρέζεσλ. χκθσλα κε ηνπο Schmidt θαη Taylor (1970), έλα ζχζηεκα νξίδεηαη σο 
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κηα νκάδα νληνηήησλ, νη νπνίεο δξνπλ θαη αιιειεπηδξνχλ κε ζθνπφ ηελ εθηέιεζε 

θάπνησλ ινγηθψλ ιεηηνπξγηψλ. ηελ πξάμε, ε έλλνηα ηνπ ζπζηήκαηνο εμαξηάηαη 

απφ ην αληηθείκελν ηεο εθάζηνηε κειέηεο, θαζψο θαη απφ ηε ζπιινγή ησλ 

νληνηήησλ πνπ ηελ απαξηίδνπλ. Δλδέρεηαη δε λα απνηειεί κηα ππνκνλάδα ηνπ 

ζπζηήκαηνο θάπνηαο άιιεο κειέηεο. 

        εκαληηθφ ξφιν ζηε κειέηε ελφο ζπζηήκαηνο, δηαδξακαηίδεη ε έλλνηα ηεο 

θαηάζηαζεο ελφο ζπζηήκαηνο, ε νπνία πεξηγξάθεηαη απφ κηα νκάδα 

απαηηνχκελσλ κεηαβιεηψλ, πνπ πεξηγξάθνπλ ην ζχζηεκα ζε κηα ζπγθεθξηκέλε 

ρξνληθή ζηηγκή, ζε ζρέζε κε ην αληηθείκελν ηεο κειέηεο.  

Τπάξρνπλ δχν θαηεγνξίεο νη νπνίεο ραξαθηεξίδνπλ έλα ζχζηεκα: 

 

 Σο διακπιηό ζύζηημα 

ην δηαθξηηφ ζχζηεκα (discrete system), νη κεηαβιεηέο νη νπνίεο ραξαθηεξίδνπλ 

ηελ θαηάζηαζε ηνπ ζπζηήκαηνο κεηαβάιινληαη ζε ζπγθεθξηκέλεο ρξνληθέο ζηηγκέο. 

 

 Σο ζςνεσέρ ζύζηημα 

ην ζπλερέο ζχζηεκα (continuous system), νη κεηαβιεηέο ηνπ ζπζηήκαηνο 

κεηαβάιινληαη ζπλερψο. Ωο κεηαβιεηέο ελφο ζπλερνχο ζπζηήκαηνο, κπνξεί λα 

ζεσξεζνχλ π.ρ. ε ζέζε, ε ηαρχηεηα, θαη ε επηηάρπλζε. 

 

ηελ πξαγκαηηθφηεηα φκσο, ιίγα ζπζηήκαηα είλαη εμνινθιήξνπ δηαθξηηά ή 

ζπλερή, θαζψο, ζηα πεξηζζφηεξα απφ απηά, εκθαλίδνληαη ηφζν δηαθξηηέο φζν θαη 

ζπλερείο κεηαβιεηέο. κσο, επεηδή ζπλήζσο θπξηαξρεί κηα απφ ηηο δχν 

κεηαβιεηέο, ην ζχζηεκα εληάζζεηαη ζε κηα απφ ηηο δπν παξαπάλσ θαηεγνξίεο 

Σα ηειεπηαία ρξφληα θαη ιφγσ ηεο επξείαο ρξήζεο ησλ ειεθηξνληθψλ 

ππνινγηζηψλ απμήζεθε ε αλάγθε δεκηνπξγίαο κνληέισλ πνπ ζα κηκνχληαη ηελ 

ιεηηνπξγία ζπγθεθξηκέλσλ επηζηεκνληθψλ, εκπνξηθψλ θαη νηθνλνκηθψλ 

δξαζηεξηνηήησλ. Πξφθεηηαη γηα κηα ζπιινγή πιεξνθνξηψλ, αληηθεηκέλσλ, 

κεηαβιεηψλ, ινγηθψλ πεξηγξαθψλ θηι. πνπ ζεσξνχκε σο ζεκαληηθά ζηνηρεία γηα 

ηελ κειέηε ελφο ζπζηήκαηνο.  Οπζηαζηηθά  ρξεηάδεηαη λα απινπνηήζνπκε, θαη λα  

θάλνπκε θάπνηεο θαη ππνζέζεηο ζρεηηθά κε ηνλ ηξφπν πνπ δνπιεχεη έλα ζχζηεκα. 

Έηζη π.ρ. φηαλ κνληεινπνηνχκε έλα ζχζηεκα θαηαζέζεσλ ζε θάπνηα ηξάπεδα δελ 

ρξεηάδεηαη λα πξνζζέζνπκε πιεξνθνξίεο φπσο π.ρ. ηελ ειηθία ησλ θαηαζεηψλ 

αθνχ κηα ηέηνηα πιεξνθνξία καο είλαη εληειψο άρξεζηε. ζν πην πνιιέο πεξηηηέο 
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πιεξνθνξίεο έρεη  έλα κνληέιν ηφζν πεξηζζφηεξν θηλδπλεχνπκε λα μεθχγνπκε 

απφ ηνπο ζθνπνχο ηεο έξεπλάο καο.    Ζ αλάγθε απηή, βέβαηα, πξνυπήξρε θαη 

ζπλήζσο θαιχπηνληαλ είηε κε ηελ θαηαζθεπή θπζηθψλ κνληέισλ (π.ρ.  κηληαηνχξεο 

νιφθιεξσλ νηθνδνκηθψλ ηεηξαγψλσλ) είηε κε ηελ ζρεδίαζε αλαιπηηθψλ 

καζεκαηηθψλ κνληέισλ (ππνινγηζκφο αλαιπηηθψλ ιχζεσλ κε ηελ κέγηζηε 

αθξίβεηα, καζεκαηηθά κνληέια). Ωζηφζν ε πνιππινθφηεηα ησλ πεξηζζφηεξσλ 

ζπζηεκάησλ, ησλ νπνίσλ ζέινπκε λα κειεηήζνπκε ηελ ζπκπεξηθνξά, δελ καο 

επηηξέπεη λα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηηο παξαπάλσ κεζφδνπο.  

Ζ εκθάληζε ησλ ειεθηξνληθψλ ππνινγηζηψλ, κεραλψλ κε ηεξάζηηα 

(ηεξνπκέλσλ ησλ αλαινγηψλ) ππνινγηζηηθή ηζρχ έδσζε ζηνπο επηζηήκνλεο ην 

έλαπζκα γηα ηελ κειέηε πνιχπινθσλ ζπζηεκάησλ κε ηελ ρξήζε απηψλ ησλ 

κεραλψλ. Πνιιά θπζηθά ζπζηήκαηα (κφιπλζε πεξηβάιινληνο, δηαζηεκηθά 

πξνγξάκκαηα, κεηεσξνινγηθνί ζηαζκνί θ.η.ι.) αλαπαξίζηαληαη ζηηο νζφλεο ησλ 

ειεθηξνληθψλ ππνινγηζηψλ. Ζ ηαρχηεηα επεμεξγαζία καο επηηξέπεη λα 

αλαιχζνπκε ηα ζηαηηζηηθά απηά ηα «ςεθηνπνηεκέλα» κνληέια θαη λα εμάγνπκε 

θάπνηα ζπκπεξάζκαηα γηα ηελ ζπκπεξηθνξά ησλ πξαγκαηηθψλ κνληέισλ. Έηζη κε 

ηελ ρξήζε ησλ εξγαιείσλ ηεο ζηαηηζηηθήο θαη ηελ αμηνπηζηία πνπ καο παξέρνπλ νη 

ειεθηξνληθνί ππνινγηζηέο ζηνπο ππνινγηζκνχο ηνπο θαηαθέξακε λα πξνβιέπνπκε 

ηνλ απξηαλφ θαηξφ ή λα ππνζέηνπκε κε ζρεηηθή αζθάιεηα ηελ αλαηνκία ηνπ 

εδάθνπο ελφο πιαλήηε πνπ δελ έρνπκε δεη πνηέ.  Ζ ρξήζε ησλ ειεθηξνληθψλ 

ππνινγηζηψλ γηα ηελ κνληεινπνίεζε θάπνηνπ πξαγκαηηθνχ ή ηδεαηνχ ζπζηήκαηνο, 

ε εθηέιεζε ηνπ κνληέινπ (run) θαη ε αλάιπζε ησλ απνηειεζκάησλ ηεο εθηέιεζεο 

ζπλζέηνπλ έλα ζεκαληηθφηαην θεθάιαην ηεο λεφηεξεο επηζηεκνληθήο έξεπλαο πνπ 

νλνκάδεηαη Πξνζνκνίσζε (Simulation).  Ζ Πξνζνκνίσζε καο επέηξεςε λα 

παξαθνινπζήζνπκε ηελ εμέιημε ελφο πξαγκαηηθνχ κέζνπ ή δηαδηθαζίαο ,πνπ 

νλνκάδεηαη ζχζηεκα, απνθιεηζηηθά κε ηελ ρξήζε αξηζκεηηθψλ κεζφδσλ ψζηε λα 

αμηνπνηεζεί ε ηζρχο πνπ καο παξέρνπλ νη λεφηεξνη ειεθηξνληθνί ππνινγηζηέο.  

ηα ζπζηήκαηα πιηθνχ θαη ινγηζκηθνχ, ε ηππηθή επαιήζεπζε (formal 

verification) είλαη ε απφδεημε ηεο νξζφηεηαο ησλ αιγνξίζκσλ ελφο ζπζηήκαηνο 

ζχκθσλα κε θάπνηα ηππηθή πξνδηαγξαθή ή ηδηφηεηα, κε ηε ρξήζε ηππηθψλ 

κεζφδσλ ησλ καζεκαηηθψλ. Ζ ηππηθή επαιήζεπζε κπνξεί λα ρξεζηκεχζεη ζηελ 

απφδεημε ηεο νξζφηεηαο ζπζηεκάησλ φπσο ηα θξππηνγξαθηθά πξσηφθνιια, ηα 

ζπλδπαζηηθά θπθιψκαηα, ηα ςεθηαθά θπθιψκαηα κε εζσηεξηθή κλήκε θαη ην 

ινγηζκηθφ κε ηε κνξθή πεγαίνπ θψδηθα. Απηά ηα ζπζηήκαηα επαιεζεχνληαη κέζσ 
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θάπνηαο ηππηθήο απφδεημεο ζε έλα αθεξεκέλν καζεκαηηθφ κνληέιν ηνπ 

ζπζηήκαηνο. Ζ αληηζηνηρία κεηαμχ ηνπ καζεκαηηθνχ κνληέινπ θαη ηεο θχζεο ηνπ 

ζπζηήκαηνο ζεσξείηαη ήδε γλσζηή απφ ηε δηαδηθαζία ηεο θαηαζθεπήο ηνπ 

κνληέινπ. 

Παξαδείγκαηα καζεκαηηθψλ αληηθεηκέλσλ πνπ ρξεζηκνπνηνχληαη ζπρλά γηα 

ηε κνληεινπνίεζε ζπζηεκάησλ είλαη νη κεραλέο πεπεξαζκέλσλ θαηαζηάζεσλ, ηα 

ζπζηήκαηα κεηαβάζεσλ κε εηηθέηεο (labelled transition systems), ηα δίθηπα Petri, 

ηα ρξνληζκέλα απηφκαηα (timed automata), ηα πβξηδηθά απηφκαηα, ε άιγεβξα 

δηεξγαζηψλ (process algebra) θαη ε ηππηθή ζεκαζηνινγία ησλ γισζζψλ 

πξνγξακκαηηζκνχ, φπσο ε ιεηηνπξγηθή ζεκαζηνινγία, ε δεισηηθή ζεκαζηνινγία, ε 

αμησκαηηθή ζεκαζηνινγία θαη ε ινγηθή Υφαξ. 

Παξαθάησ βιέπνπκε θάπνηεο ελδεηθηηθέο αληηζηνηρίεο κεηαμχ κνληέισλ θαη 

ζπζηήκαηνο : 

 

 

 

 

 

 



Πτυχιακή εργαςία του Θεοδοςιάδη Χρήςτου 

55 από 110 

 

Ζ επαιήζεπζε (verification) είλαη ε κηα πιεπξά ηνπ ειέγρνπ ηεο νξζφηεηαο 

ελφο πξντφληνο. Ζ επηθχξσζε (validation) είλαη ζπκπιεξσκαηηθή απηήο. πλεζσο 

φιε ε δηαδηθαζία ειέγρνπ απνθαιείηαη V & V. 

 Δπικύπυζη: "Πξνζπαζνχκε φλησο λα θαηαζθεπάζνπκε ην ζσζηφ 

πξάγκα;", δει. νη πξνδηαγξαθέο ηνπ πξντφληνο ζπκπίπηνπλ κε ηηο 

πξαγκαηηθέο αλάγθεο ηνπ ρξήζηε; 

 Δπαλήθεςζη: "Καηαζθεπάζακε απηφ πνπ πξνζπαζνχζακε λα 

θαηαζθεπάζνπκε;", δει. ην πξντφλ ζπκθσλεί κε ηηο πξνδηαγξαθέο; 

Ζ δηαδηθαζία επαιήζεπζεο απνηειείηαη απφ ζηαηηθέο/δνκηθέο θαη 

δπλακηθέο/ζπκπεξηθνξηθέο φςεηο. Π.ρ. ζε έλα πξντφλ ινγηζκηθνχ κπνξεί θάπνηνο 

λα εμεηάζεη ηνλ πεγαίν θψδηθα (ζηαηηθά) θαη λα ηνλ εθηειέζεη σο πξνο θάπνηνπο 

ειέγρνπο (δπλακηθά). Ζ επηθχξσζε ζπλήζσο γίλεηαη κφλν δπλακηθά, δει. ην 

πξντφλ ειέγρεηαη ζε ηππηθέο (θαη ιηγφηεξν ηππηθέο) ρξήζεηο ("πκθσλεί 

ηθαλνπνηεηηθά κε φιεο ηηο πεξηπηψζεηο ρξήζεο (use cases);"). 

Τπάξρνπλ επίζεο ηξείο ηχπνη ζθαικάησλ θαηά ηελ δηαδηθαζία 

 θάικα ηχπνπ  Η ή Κίλδπλνο ηνπ θαηαζθεπαζηή ηνπ κνληέινπ: απφξξηςε 

ηεο αμηνπηζηίαο ησλ απνηειεζκάησλ, ελψ είλαη αμηφπηζηα 

 θάικα ηχπνπ ΗΗ ή Κίλδπλνο ηνπ ρξήζηε ηνπ κνληέινπ: απνδνρή 

αμηνπηζηίαο ησλ απνηειεζκάησλ, ελψ είλαη αλαμηφπηζηα 

 θάικα ηχπνπ ΗΗΗ ή 0 : θαηαζθεπή κνληέινπ πνπ δελ ζπζρεηίδεηαη κε ην 

πξφβιεκα, ιφγσ ειιηπνχο κειέηεο ηνπ πξαγκαηηθνχ πξνβιήκαηνο  

 

3.3 Μοντϋλα και εύδη προςομούωςησ 

 

Ζ κειέηε δηαθφξσλ ζηνραζηηθψλ θαηλνκέλσλ φπσο αλαθέξακε κπνξεί 

γεληθά λα γίλεη ρξεζηκνπνηψληαο θπξίσο ηξεηο κεζφδνπο. Αο ηηο δνχκε πην 

αλαιπηηθά: 

 

1. Αναλςηικέρ Μέθοδοι: πξαγκαηνπνηείηαη θαηάιιειε καζεκαηηθή κνληεινπνίεζε 

ηνπ ζηνραζηηθνχ θαηλνκέλνπ θαη απηφ κειεηάηαη αλαιπηηθά 

- Ζ ζπκπεξηθνξά ηνπ κνληέινπ γίλεηαη γλσζηή γηα νπνηεζδήπνηε ηηκέο ησλ 

παξακέηξσλ ηνπ. 
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- Οη αλαιπηηθέο κέζνδνη είλαη εθαξκφζηκεο κφλν ζε ζρεηηθά απιά (ή 

απινπζηεπκέλα) κνληέια 

2. Απιθμηηικέρ Μέθοδοι: Υξεζηκνπνηνχληαη πξνζεγγηζηηθέο κέζνδνη ηεο 

αξηζκεηηθήο αλάιπζεο. 

- Ζ ζπκπεξηθνξά ηνπ κνληέινπ γίλεηαη γλσζηή κφλν γηα ζπγθεθξηκέλεο ηηκέο ησλ 

παξακέηξσλ ηνπ. 

- Οη αξηζκεηηθέο κέζνδνη κπνξνχλ λα εθαξκνζηνχλ θαη ζε ζπλζεηφηεξα κνληέια. 

3. Μέθοδοι Πποζομοίυζηρ: ην ζηνραζηηθφ θαηλφκελν αλαπαξίζηαηαη εηθνληθά 

(κέζσ ελφο Ζ/Τ) θαη παξαθνινπζείηαη ε εμέιημή ηνπ θαηαγξάθνληαο ηα 

ραξαθηεξηζηηθά πνπ καο ελδηαθέξνπλ. 

- Ζ ζπκπεξηθνξά ηνπ κνληέινπ γίλεηαη γλσζηή κφλν γηα ζπγθεθξηκέλεο ηηκέο 

παξακέηξσλ ηνπ. 

- Οη κέζνδνη πξνζνκνίσζεο κπνξνχλ λα εθαξκνζηνχλ θαη ζε πνιχ ζχλζεηα θαη 

ξεαιηζηηθά κνληέια. 

 

 

 

 

Κάπνηα είδε πξνζνκνίσζεο είλαη : 

 

 ςνεσήρ πποζομοίυζη 

Δθαξκνγέο θπξίσο ζηε κεραληθή θαη ηηο ζεηηθέο επηζηήκεο 

 Πποζομοίυζη διακπιηών γεγονόηυν 

           Δθαξκνγέο ζηε δηνίθεζε επηρεηξήζεσλ, ηελ επηρεηξεζηαθή έξεπλα, ηελ 

πιεξνθνξηθή, θ.ά. 

 Monte Carlo 
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          Δθαξκνγέο ζηα νηθνλνκηθά 

 Gaming 

          Δθαξκνγέο ζηε ζηξαηεγηθή θαη ηηο θνηλσληθέο επηζηήκεο 

 

Έρνληαο έλα καζεκαηηθφ κνληέιν πνπ πξέπεη λα κειεηήζνπκε κε 

πξνζνκνίσζε (δειαδή έλα Μνληέιν Πξνζνκνίσζεο), ζα πξέπεη λα αλαδεηήζνπκε 

θαηάιιεια εξγαιεία γηα ην ζθνπφ απηφ. ηελ πξνζπάζεηα απηή, είλαη ρξήζηκν λα 

ηαμηλνκήζνπκε ηα Μνληέια Πξνζνκνίσζεο κε βάζε ηέζζεξηο δηαθνξεηηθέο έλλνηεο 

(Καξαηδά 1999) : 

 

1. ηαηηθά ή Γπλακηθά Μνληέια Πξνζνκνίσζεο:  Έλα ζηαηηθό κνληέιν 

πξνζνκνίσζεο, αλαπαξηζηά έλα ζχζηεκα ζε κία ζπγθεθξηκέλε ρξνληθή ζηηγκή, 

ή αλαπαξηζηά έλα ζχζηεκα ζην νπνίν ν ρξφλνο δελ έρεη ζεκαζία. Αληίζεηα, έλα 

δπλακηθό κνληέιν πξνζνκνίσζεο αλαπαξηζηά έλα ζχζηεκα, φπσο απηφ 

εμειίζζεηαη κε ηελ πάξνδν ηνπ ρξφλνπ. 

 

2. Νηεηεξκηληζηηθά  ή  ηνραζηηθά Μνληέια Πξνζνκνίσζεο:  Αλ έλα κνληέιν 

πξνζνκνίσζεο δελ πεξηιακβάλεη πηζαλνηηθά (δειαδή "ηπραία") ηκήκαηα, 

νλνκάδεηαη ληεηεξκηληζηηθό. Γηα παξάδεηγκα, έλα πνιχπινθν ζχζηεκα 

δηαθνξηθψλ εμηζψζεσλ πνπ πεξηγξάθεη κία ρεκηθή αληίδξαζε, κπνξεί λα είλαη 

έλα ηέηνην κνληέιν. ηα ληεηεξκηληζηηθά κνληέια, ε έμνδνο είλαη θαζνξηζκέλε, κε 

δεδνκέλν ην ζχλνιν ησλ πνζνηήησλ θαη ζρέζεσλ εηζφδνπ ηνπ κνληέινπ. κσο, 

πνιιά ζπζηήκαηα πξέπεη λα ρξεζηκνπνηήζνπλ ζηνραζηηθά κνληέια 

πξνζνκνίσζεο, δειαδή κνληέια πνπ ζα έρνπλ ηνπιάρηζηνλ νξηζκέλα ηκήκαηα 

κε "ηπραία" είζνδν. Σα πεξηζζφηεξα ππνινγηζηηθά ζπζηήκαηα, πνπ βαζίδνληαη 

ζηα ζπζηήκαηα αλακνλήο (queueing systems), ρξεζηκνπνηνχλ ζηνραζηηθά 

κνληέια πξνζνκνίσζεο. 

 

3. Απην-νδεγνύκελα  ή  Ιρλν-νδεγνύκελα Μνληέια Πξνζνκνίσζεο:  ε έλα απην-

νδεγνύκελν (self-driven) κνληέιν, ππάξρεη κία εζσηεξηθή πεγή ηπραίσλ 

αξηζκψλ. Οη ηπραίνη αξηζκνί νδεγνχλ ηα ηκήκαηα ηνπ κνληέινπ, δειαδή 

ρξεζηκνπνηνχληαη γηα ηνλ πξνζδηνξηζκφ ησλ ζηηγκψλ εκθαλίζεσλ ησλ 

γεγνλφησλ ηνπ ζπζηήκαηνο. Σν βαζηθφ ραξαθηεξηζηηθφ ηνπ απην-νδεγνχκελνπ 

κνληέινπ είλαη φηη απνηειεί έλα απηάξθεο κνληέιν ην νπνίν δελ ρξεηάδεηαη 
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εμσηεξηθέο εηζφδνπο (inputs) γηα λα ιεηηνπξγήζεη. Αληίζεηα, έλα ηρλν-

νδεγνύκελν (trace-driven) κνληέιν θαζνδεγείηαη απφ αθνινπζίεο εηζφδνπ πνπ 

πξνέξρνληαη απφ δεδνκέλα (trace data) πνπ έρνπλ δεκηνπξγεζεί απφ ηε 

ιεηηνπξγία ελφο πξαγκαηηθνχ ζπζηήκαηνο. Σέηνηα δεδνκέλα κπνξνχλ λα 

παξαρζνχλ ζηα πεξηζζφηεξα ππνινγηζηηθά ζπζηήκαηα πνπ δηαζέηνπλ 

ελζσκαησκέλα πξνγξάκκαηα ηρλειάηεζεο (tracing programs) πνπ 

παξαθνινπζνχλ θαη θαηαγξάθνπλ ηηο δξαζηεξηφηεηεο ηνπ ζπζηήκαηνο. Σα ηρλν-

νδεγνχκελα κνληέια έρνπλ νξηζκέλα πιενλεθηήκαηα, φπσο ην γεγνλφο φηη 

απνθεχγνληαη νη δπζθνιίεο ηεο πηζαλνηηθήο αλάιπζεο πνπ ρξεηάδεηαη γηα ηε 

ρξήζε θαηαλνκψλ ζηελ πεξηγξαθή ησλ εηζφδσλ ηνπ κνληέινπ θαη επίζεο ην 

γεγνλφο φηη ηα κνληέια απηά είλαη εχθνιν λα επηβεβαησζνχλ. Σν πξφβιεκα κε 

ηα ηρλν-νδεγνχκελα κνληέια είλαη ην κηθξφ εχξνο εθαξκνγψλ πνπ κπνξνχλ λα 

αληηκεησπίζνπλ. Οη εθαξκνγέο απηέο πξαθηηθά πεξηνξίδνληαη ζε ππνινγηζηηθά 

ζπζηήκαηα θαη κάιηζηα κφλν γηα ηε κειέηε κεηαηξνπψλ ζε έλα ζχζηεκα πνπ 

ήδε ιεηηνπξγεί. 

 

4. πλερή  ή  Γηαθξηηά Μνληέια Πξνζνκνίσζεο:  Οη νξηζκνί ησλ ζπλερώλ θαη 

δηαθξηηώλ κνληέισλ πξνζνκνίσζεο, είλαη αλάινγνη κε ηνπο νξηζκνχο ησλ 

ζπλερψλ θαη δηαθξηηψλ ζπζηεκάησλ πνπ αλαθέξζεθαλ θαη λσξίηεξα. Πάλησο, 

πξέπεη λα ζεκεησζεί φηη έλα δηαθξηηφ κνληέιν δελ ρξεζηκνπνηείηαη κφλν γηα ηελ 

αλαπαξάζηαζε ελφο δηαθξηηνχ ζπζηήκαηνο θαη έλα δηαθξηηφ ζχζηεκα δελ 

αλαπαξηζηάηαη κφλν απφ έλα δηαθξηηφ κνληέιν πξνζνκνίσζεο. Ζ απφθαζε γηα 

ηε ρξήζε ελφο δηαθξηηνχ ή ελφο ζπλερνχο κνληέινπ γηα έλα ζπγθεθξηκέλν 

ζχζηεκα, εμαξηάηαη απφ ηνπο ηδηαίηεξνπο ζηφρνπο ηεο κειέηεο. Γηα παξάδεηγκα, 

έλα κνληέιν ηεο ξνήο παθέησλ δεδνκέλσλ ζε έλα WAN, ζα είλαη δηαθξηηφ εάλ 

καο ελδηαθέξνπλ ηα ραξαθηεξηζηηθά θαη ε θίλεζε ησλ επηκέξνπο παθέησλ θαη 

θαηά ζπλέπεηα ησλ επηκέξνπο ρξεζηψλ. Αληίζεηα, αλ καο ελδηαθέξεη κφλν ε 

ζπλνιηθή θίλεζε, ε ξνή ησλ παθέησλ ζα κπνξνχζε ίζσο λα πεξηγξαθεί κε 

δηαθνξηθέο εμηζψζεηο ζε έλα ζπλερέο κνληέιν. (Απνζηνιφπνπινο 2005). 

 

Τπάξρνπλ εηδηθέο γιψζζεο πξνγξακκαηηζκνχ φπσο νη GPSS, SIMULA, 

MODSIM, θ.α., 
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παθέηα πξνζνκνίσζεο γηα γξαθηθά πεξηβάιινληα αλάπηπμεο (Visualisation & 

animation) θαη παθέηα φπσο ηα ARENA, WITNESS, Optima, Prosim, SIMUL8, 

COMNET, θ.ά. 

Ο ζθνπφο απφ ηελ δεκηνπξγία ελφο κνληέινπ πξνζνκνίσζεο είλαη: 

i. Μειέηε ηεο ζπκπεξηθνξάο ελφο ζπζηήκαηνο 

ii. Έιεγρν ππνζέζεσλ ή ζεσξηψλ ζρεηηθά κε ηελ ζπκπεξηθνξά ελφο 

ζπζηήκαηνο 

iii. Πξφβιεςε ή εθηίκεζε ηεο κειινληηθήο ζπκπεξηθνξάο ελφο ζπζηήκαηνο  

 

Παξαθάησ αθνινπζνχλ θάπνηα screenshots απφ πξνγξάκκαηα 

πξνζνκνίσζεο 

 

Process Model (Sheet Metal) 

 

 

 

 

Witness 
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ARENA  

 

 

 

 

 

3.4 Συχαύα γεγονότα και τυχαύοι αριθμού 

 

Οη ηπραίνη αξηζκνί είλαη ρξήζηκνη ζε πξνγξάκκαηα πξνζνκνίσζεο ηπραίσλ 

γεγνλφησλ, φπσο ζε παηγλίδηα, πξνζνκνηψζεηο θαη πεηξακαηηζκνχο. ηε πξάμε 

θακηά ζπλάξηεζε δελ παξάγεη πξαγκαηηθά ηπραίνπο αξηζκνχο -- 
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παξάγνληαη ςεπδό-ηπραίνη αξηζκνί. Οη αξηζκνί παξάγνληαη κε ηελ εθαξκνγή 

θάπνηνπ καζεκαηηθνχ ηχπνπ (δηαθνξεηηθνχ γηα θάζε γελλήηξηα) θαη ε αθνινπζίεο 

πνπ παξάγνληαη είλαη επαλαιήςηκεο. Έηζη αλ ζέζεηε ηνλ ίδην ζπόξν (seed) 

ιακβάλεηε ηελ ίδηα αθνινπζία. 

Ζ βάζε γηα ηελ κειέηε ελφο ζηνραζηηθνχ θαηλνκέλνπ κέζσ πξνζνκνίσζεο 

απνηειείηαη απφ κία δηαδηθαζία ε νπνία παξάγεη «ηπραίνπο αξηζκνχο». Δθφζνλ ην 

θαηλφκελν πνπ θαινχκαζηε λα κειεηήζνπκε είλαη ζηνραζηηθφ, ζα επεξεάδεηαη απφ 

θάπνηεο κεηαβιεηέο ησλ νπνίσλ ε ηηκή δελ είλαη γλσζηή εθ ησλ πξνηέξσλ (δει. 

απφ ηπραίεο κεηαβιεηέο). Δπνκέλσο, ην εηθνληθφ πεηξακαηηθφ κνληέιν πνπ ζα 

θαηαζθεπάζνπκε κε ηε βνήζεηα ελφο Ζ/Τ ζα πξέπεη θαη απηφ λα επεξεάδεηαη απφ 

θάπνηνπο ηπραίνπο αξηζκνχο. Άξα ην πξψην πνπ ζα πξέπεη λα εμεηάζνπκε είλαη 

πσο κπνξνχκε λα παξάγνπκε ηπραίνπο αξηζκνχο νη νπνίνη ζα εθθξάδνπλ ηελ 

εμέιημε ηνπ εηθνληθνχ θαηλνκέλνπ. Αξρηθά, κε ηνλ φξν ηπραίνη αξηζκνί ελλννχκε ην 

απνηέιεζκα κηαο πξαγκαηνπνίεζεο κηαο (πεπεξαζκέλεο) αθνινπζίαο Χ1,Χ2,...,Χn 

αλεμάξηεησλ ηπραίσλ κεηαβιεηψλ ε θάζε κηα εθ ησλ νπνίσλ θαηαλέκεηαη 

νκνηφκνξθα ζην (0,1). 

 

Γειαδή   F (x) = Pr(X ≤ x) = x, x∈(0,1) Xi i . 

 

Φπζηθά, ε παξαγσγή κηαο κεγάιεο αθνινπζίαο πξαγκαηηθά ηπραίσλ 

αξηζκψλ είλαη αξθεηά δχζθνιε. ηελ θαιχηεξε πεξίπησζε ππάξρνπλ αξρεία π.ρ. 

ζε CD πνπ πεξηέρνπλ αξηζκνχο πνπ πξνέξρνληαη απφ ζηνραζηηθά πεηξάκαηα (ελψ 

ζηελ ρεηξφηεξε ζα πξέπεη λα έρνπκε ηελ ππνκνλή λα ξίμνπκε έλα λφκηζκα πάξα 

πνιιέο θνξέο...). Γηα ην ιφγν απηφ θαηαθεχγνπκε ζηελ παξαγσγή ςεπδνηπραίσλ 

αξηζκώλ απφ έλαλ Ζ/Τ. Οη ςεπδνηπραίνη αξηζκνί δελ είλαη ζηελ πξαγκαηηθφηεηα 

ηπραίνη (φπσο δηαθαίλεηαη θαη απφ ην φλνκά ηνπο) αιιά παξάγνληαη κέζα απφ 

θάπνηεο πξνζδηνξηζηηθέο (deterministic) επαλαιεπηηθέο δηαδηθαζίεο μεθηλψληαο 

απφ θάπνηα αξρηθή ηηκή (απηή κεξηθέο θνξέο κπνξεί λα ζεσξεζεί «ηπραία»). 

Παξφια απηά, νη αξηζκνί απηνί ηηο πεξηζζφηεξεο θνξέο (αλάινγα θαη κε ηελ 

επαλαιεπηηθή κέζνδν πνπ ρξεζηκνπνηείηαη) θαηαθέξλνπλ λα «μεγειάζνπλ» 

αξθεηνχο γλσζηνχο ειέγρνπο ηπραηφηεηαο. 

ηε ζπλέρεηα, θαη γηα ιφγνπο πιεξφηεηαο, ζα παξνπζηάζνπκε πεξηιεπηηθά 

θάπνηεο ηέηνηεο επαλαιεπηηθέο κεζφδνπο γηα ηελ παξαγσγή ςεπδνηπραίσλ 

αξηζκψλ, αιιά δελ ζα αζρνιεζνχκε θαζφινπ κε ηελ αμηνιφγεζή ηνπο (δειαδή κε 
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ην θαηά πφζνλ «ηπραίνη» κπνξνχλ λα ζεσξεζνχλ νη αξηζκνί πνπ παξάγνπλ). 

Πεξηζζφηεξν καο ελδηαθέξεη λα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηέηνηνπο αξηζκνχο γηα ηελ 

πξνζνκνίσζε δηαθφξσλ κνληέισλ θαη γηα απηφ, γηα ιφγνπο απιφηεηαο ζηε 

ζπλέρεηα ζα ζεσξνχκε (ή ζα πξνζπνηνχκαζηε) φηη νη ςεπδνηπραίνη αξηζκνί πνπ 

ιακβάλνπκε είλαη πξάγκαηη ηπραίνη 

(http://www.unipi.gr/faculty/mbouts/sim/Simulation.htm). 

Απαξαίηεηε ζπλζήθε γηα λα απνηειεί κηα αθνινπζία αξηζκψλ δείγκα 

ηπραίσλ αξηζκψλ, είλαη θάζε επφκελνο αξηζκφο λα έρεη ίζε πηζαλφηεηα λα ιάβεη 

νπνηαδήπνηε απφ ηηο δπλαηέο ηηκέο θαη λα είλαη ζηαηηζηηθά αλεμάξηεηνο απφ ηνπο 

άιινπο αξηζκνχο ηεο αθνινπζίαο. 

Ζ χπαξμε πεγήο ηπραίσλ αξηζκψλ είλαη απαξαίηεηε ζηελ πηζαλνινγηθή 

πξνζνκνίσζε. Σπραίνη αξηζκνί δεκηνπξγνχληαη θαη ηελ κε ρξήζε πηλάθσλ (πρ. 

Πίλαθαο 1,000,000 ηπραίσλ αξηζκψλ ηεο RAND Corporation, 1955) αιιά θαη φπσο 

αλαθέξακε κε ηελ ρξήζε ειεθηξνληθνχ ππνινγηζηή (γελλήηξηα ςεπδνηπραίσλ 

αξηζκψλ) ζε δηάθνξεο γιψζζεο πξνγξακκαηηζκνχ. 

       

 Σα επηζπκεηά ραξαθηεξηζηηθά ησλ ηπραίσλ αξηζκψλ είλαη : 

 Οη αξηζκνί είλαη θαηαλεκεκέλνη νκνηφκνξθα 

 Οη αξηζκνί είλαη ζηαηηζηηθά αλεμάξηεηνη 

 Οη αθνινπζίεο αξηζκψλ κπνξνχλ λα αλαπαξαρζνχλ 

 Ζ αθνινπζία δελ απην-επαλαιακβάλεηαη γηα κεγάια δηαζηήκαηα 

 Ζ παξαγσγή ηπραίσλ αξηζκψλ είλαη ηαρχηαηε 

 Γελ απαηηείηαη πνιχ κλήκε απφ ηνλ ππνινγηζηή 

 

Έλα απφ ηα είδε πξνζνκνίσζεο πνπ αλαθέξακε παξαπάλσ είλαη ε 

κέζνδνο Monte Carlo πνπ ρξεζηκνπνηείηαη θπξίσο ζε νηθνλνκηθέο εθαξκνγέο. Οη 

κέζνδνη Monte Carlo είλαη κηα θιάζε απφ ππνινγηζηηθνχο αιγφξηζκνπο πνπ 

βαζίδνληαη ζηελ επαλαιακβαλφκελε ηπραία δεηγκαηνιεςία γηα ηνλ ππνινγηζκφ 

απνηειεζκάησλ. πρλά ρξεζηκνπνηνχληα ζηελ πξνζνκνίσζε θπζηθψλ θαη 

καζεκαηηθψλ ζπζηεκάησλ θαη πξνβιεκάησλ. Δπεηδή ηέηνηνη αιγφξηζκνη 

εμαξηψληαη απφ ηελ ρξήζε ηπραίσλ ή ςεπδνηπραίσλ αξηζκψλ, νη αιγφξηζκνη 

Monte Carlo νλνκάδνληαη θαη ζηνραζηηθνί αιγφξηζκνη θαη πξαθηηθά 

ρξεζηκνπνηνχληαη ζηελ πεξίπησζε πνπ ην κνληέιν καο γηα θάπνην ζχζηεκα είλαη 

http://www.unipi.gr/faculty/mbouts/sim/Simulation.htm
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ηφζν πνιχπινθν πνπ ε παξαγσγή αλαιπηηθψλ ιχζεσλ, είηε ε ρξήζε 

αηηηνθξαηηθψλ (deterministic) αιγνξίζκσλ είλαη αδχλαηε. 

ηελ νπζία κε ηελ ρξήζε ζηνραζηηθψλ αιγνξίζκσλ ζέινπκε λα 

αλαπαξαζηήζνπκε έλα ζηνραζηηθφ θαηλφκελν ζηνλ ππνινγηζηή φζν πνιχπινθν 

θαη αλ είλαη θάλνληαο ηνλ κηθξφηεξν δπλαηφ αξηζκφ απινπζηεχζεσλ, 

δεκηνπξγψληαο έηζη ξεαιηζηηθά κνληέια. Δάλ θαηαθέξνπκε λα δεκηνπξγήζνπκε 

έλα ππνινγηζηηθφ κνληέιν πνπ είλαη πνιχ θνληά ζην αληίζηνηρν θπζηθφ ζχζηεκα, 

δελ ρξεηάδεηαη λα πεξηκέλνπκε ην θαηλφκελν λα πξαγκαηνπνηεζεί κε θπζηθφ ηξφπν 

είηε γηαηί ρξεηάδεηαη κεγάιν ρξνληθφ δηάζηεκα γηα ηελ επαλάιεςε ηνπ, είηε ιφγσ 

θφζηνπο δελ κπνξνχκε λα έρνπκε κεγάιν αξηζκφ απφ πξαγκαηηθέο εξγαζηεξηαθέο 

πξαγκαηνπνηήζεηο. 

 

3.5 υνεχό και διακριτϊ ςυςτόματα 

 

Αλάινγα κε ην αλ παξνπζηάδνπλ δηαρξνληθή εμέιημε, ηα ζπζηήκαηα 

δηαθξίλνληαη ζε δπλακηθά θαη ζηαηηθά (dynamic/static). Γπλακηθφ είλαη ην ζχζηεκα 

ηνπ νπνίνπ ε θαηάζηαζε είλαη ζπλάξηεζε ηνπ ρξφλνπ. ηαηηθφ, αληίζεηα, είλαη ην 

ζχζηεκα ην νπνίν δελ εκθαλίδεη εμέιημε (δελ κεηαβάιιεηαη) κε ηελ πάξνδν ηνπ 

ρξφλνπ. 'Δλα εθθξεκέο ζηε ζέζε ηζνξξνπίαο, ην απνηέιεζκα ηεο ξίςεο ελφο 

λνκίζκαηνο, έλα ζχζηεκα εμηζψζεσλ, είλαη ζηαηηθά ζπζηήκαηα. 

 

 

        http://users.ntua.gr/cvapanas/images/System%20classification.JPG 

 

Σα δπλακηθά ζπζηήκαηα δηαθξίλνληαη ζε ζπζηήκαηα δηαθξηηνχ ρξφλνπ 

(discretetime systems), ζπζηήκαηα ζπλερνχο ρξφλνπ (continuous-time systems) 

θαη πβξηδηθά ζπζηήκαηα (hybrid systems). 

http://users.ntua.gr/cvapanas/images/System%20classification.JPG
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ηα ζπζηήκαηα δηαθξηηνχ ρξφλνπ ε θαηάζηαζε κεηαβάιιεηαη βεκαηηθά 

(απφηνκα) ζε δηαθξηηέο ρξνληθέο ζηηγκέο t1, t2, t3, ..., ελψ παξακέλεη ζηαζεξή ζηα 

δηαζηήκαηα [t1, t2), [t2, t3), ... 

 

ΤΣΖΜΑ ΓΗΑΚΡΗΣΟΤ ΥΡΟΝΟΤ: 

tk+1 = tk + FS[x(tk), tk] 

x(tk+1) = FD[x(tk), tk+1] 

 

φπνπ FD, FS είλαη θαηάιιειεο ζπλαξηήζεηο 

πλερέο είλαη ην ζχζηεκα ηνπ νπνίνπ ε θαηάζηαζε είλαη ζπλερήο ζπλάξηεζε ηνπ 

ρξφλνπ. Ζ δηαρξνληθή ζπκπεξηθνξά ζπλερψλ ζπζηεκάησλ πεξηγξάθεηαη ζπλήζσο 

απφ δηαθνξηθέο εμηζψζεηο. 

 

ΤΣΖΜΑ ΤΝΔΥΟΤ ΥΡΟΝΟΤ: 

dt 

dx(t) = FC[x(t),t] 

 

φπνπ FC είλαη θαηάιιειε ζπλάξηεζε 

 

ηελ πξάμε ζπάληα ζπλαληάκε ακηγψο δηαθξηηά ή ακηγψο ζπλερή 

ζπζηήκαηα. ηα ζπλήζε ζπζηήκαηα ε θαηάζηαζε είλαη θαηά δηαζηήκαηα ζπλερήο 

ζπλάξηεζε ηνπ ρξφλνπ θαη θάπνηεο ρξνληθέο ζηηγκέο παξνπζηάδεη βεκαηηθέο 

(απφηνκεο) κεηαβνιέο. Σα ζπζηήκαηα απηά νλνκάδνληαη πβξηδηθά. ηα πβξηδηθά 

ζπζηήκαηα ε θαηάζηαζε κεηαβάιιεηαη βεκαηηθά (απφηνκα) ζε δηαθξηηέο ρξνληθέο 

ζηηγκέο t1, t2, t3, ..., θαη ζπλερψο ζηα δηαζηήκαηα [t1, t2), [t2, t3). 

Οη νξηζκνί ησλ ζπλερψλ θαη ησλ δηαθξηηψλ κνληέισλ πξνζνκνίσζεο, είλαη 

αλάινγνη ησλ νξηζκψλ ησλ ζπλερψλ θαη ησλ δηαθξηηψλ ζπζηεκάησλ, πνπ 

αλαθέξζεθαλ πξνεγνπκέλσο. Έλα δηαθξηηφ κνληέιν (discrete model), δελ 

ρξεζηκνπνηείηαη απνθιεηζηηθά θαη κφλν γηα ηελ αλαπαξάζηαζε ελφο δηαθξηηνχ 

ζπζηήκαηνο θαη αληίζηξνθα, έλα δηαθξηηφ ζχζηεκα δελ αλαπαξηζηά κφλν έλα 

δηαθξηηφ κνληέιν πξνζνκνίσζεο. Ζ απφθαζε γηα ην αλ, ζηε κειέηε ελφο 

ζπζηήκαηνο, ζα ρξεζηκνπνηεζεί έλα δηαθξηηφ, ή έλα ζπλερέο κνληέιν, εμαξηάηαη 

απφ ηνπο ζηφρνπο ηεο εθάζηνηε κειέηεο. Παξάδεηγκα ελφο δηαθξηηνχ κνληέινπ 

πξνζνκνίσζεο (discrete model), κπνξεί λα απνηειέζεη ην ζχλνιν ηνπ 
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κεηαλαζηεπηηθνχ πιεζπζκνχ κηαο ρψξαο, νη ηηκέο ηνπ νπνίνπ είλαη κεκνλσκέλεο, 

δειαδή δελ κπνξεί λα ιάβεη ηηκέο κεηαμχ ησλ κεκνλσκέλσλ 

πξαγκαηηθψλ αξηζκψλ. Αληίζεηα, παξάδεηγκα ζπλερνχο κνληέινπ πξνζνκνίσζεο 

(continuous model), κπνξεί λα απνηειέζεη έλα ζχλνιν δχν αληηκαρφκελσλ 

πιεζπζκψλ, γλσζηά σο κνληέια predator – prey (αξπαθηηθφ – ζήξακα). 

Θεσξνχκε, φηη ζε απηφ ην πεξηβάιινλ ζπλππάξρνπλ νη δχν πιεζπζκνί, ησλ 

αξπαθηηθψλ θαη ησλ ζεξακάησλ. Καη νη δχν απηνί πιεζπζκνί εμαξηψληαη 

απφ ηα αξπαθηηθά, αθνχ ηα ζεξάκαηα απνηεινχλ ηελ ηξνθή ηνπο. Έηζη, γηα λα 

κειεηήζνπκε ηελ παξαπάλσ θαηάζηαζε ηνπ ζπζηήκαηνο, ε νπνία κεηαβάιιεηαη 

ζπλερψο θαηά ηε δηάξθεηα ηνπ ρξφλνπ, δεκηνπξγνχκε έλα κνληέιν 

ρξεζηκνπνηψληαο δηαθνξηθέο εμηζψζεηο (αξαβάλνο 2008). 

Γηα παξάδεηγκα ζηελ κεραληθή, ηα δηαθξηηά κεραληθά ζπζηήκαηα απνηεινχλ 

καθξνζθνπηθέο απινπνηήζεηο ζπζηεκάησλ ζπλερνχο κέζνπ, ησλ νπνίσλ ε 

κνξθνινγία θαη ε καθξνζθνπηθή ζπκπεξηθνξά ηνπο, δηεπθνιχλνπλ ηελ ρξήζε 

απιψλ ζηνηρεηψλ γηα ηνλ πξνζδηνξηζκφ ηεο κεραληθήο ηνπο ζπκπεξηθνξάο. Σα 

δηαθξηηά ζπζηήκαηα έρνπλ ηα εμήο ραξαθηεξηζηηθά: 

 Σα ζηνηρεία ηνπ ζπζηήκαηνο έρνπλ δηαθξηηή κνξθή. 

 Οη θπζηθέο εμηζψζεηο πνπ εθθξάδνπλ ηελ ζπκπεξηθνξά θάζε ζηνηρείνπ 

(θαηαζηαηηθέο 

εμηζψζεηο) είλαη εθπεθξαζκέλεο ζηνπο βαζκνχο ειεπζεξίαο (ΒΔ) θαη κεραληθέο 

ηδηφηεηεο 

ηνπ ζηνηρείνπ (βι. ρήκα 1.1). 

 Οη εμηζψζεηο ηζνξξνπίαο είλαη δηαθξηηέο αιγεβξηθέο εμηζψζεηο κε άγλσζηεο 

κεηαβιεηέο ηνπο βαζκνχο ειεπζεξίαο (ΒΔ) ηνπ ζπζηήκαηνο. 

 Σα θνξηία είλαη δηαθξηηά θαη εθαξκφδνληαη ζηνπο θφκβνπο ησλ ζηνηρείσλ 

 Οη ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο ή άιινη πεξηνξηζκνί θίλεζεο έρνπλ επίζεο δηαθξηηή 

κνξθή θαη εθαξκφδνληαη ζηνπο ΒΔ. 

Σα ζπλερή κεραληθά ζπζηήκαηα απνηεινχλ αθξηβέζηεξεο θαη πιένλ πιήξεηο 

πεξηγξαθέο ησλ αληίζηνηρσλ πξνβιεκάησλ, εθφζνλ πεξηέρνπλ ιηγφηεξεο 

απινπζηεχζεηο θαη παξαδνρέο ζε ζρέζε κε ηελ θαηαλνκή, κηθξνζθνπηθή θαη 

καθξνζθνπηθή ζπκπεξηθνξά ηνπ κέζνπ. 

 Έρνπλ ζπλερή θαηαλνκή ηνπ κέζνπ ζηνλ φγθν ηνπ ζψκαηνο θαη ζηνλ ρψξν 

ηνπ πξνβιήκαηνο. 
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 Πεξηιακβάλνπλ ζεηξά κεηαβιεηψλ νη νπνίεο είλαη ζπλερείο ζπλαληήζεηο ζην 

πεδίν ηνπ πξνβιήκαηνο. π.ρ. γηα πξνβιήκαηα ειαζηηθψλ ζηεξεψλ, ηέηνηεο 

κεηαβιεηέο είλαη νη κεηαηνπίζεηο u, νη ηάζεηο ζ θαη νη παξακνξθψζεηο ε. Γηα 

ζεξκηθά πξνβιήκαηα νη κεηαβιεηήο είλαη ε ζεξκνθξαζία Σ, ε ξνή 

ζεξκφηεηαο q, θαη ε θιίζε ηεο ζεξκνθξαζίαο L(T). 

 Οη θαηαζηαηηθέο εμηζψζεηο εθθξάδνληαη ηνπηθά ζαλ γξακκηθέο ζρέζεηο 

κεηαμχ: ηάζεσλ - παξακνξθψζεσλ (ειαζηηθφ ζηεξεφ), ζεξκηθήο ξνήο-θαη 

θιίζεο παξακφξθσζεο (ζεξκηθφ κέζν), ειεθηξηθήο κεηαηφπηζεο θαη πεδίνπ 

(ειεθηξνζηαηηθφ κέζν), θιπ (αξαβάλνο 2008). 

 

3.6 Προςομούωςη διακριτών ςυςτημϊτων 

 

Λφγσ ηνπ δπλακηθνχ ραξαθηήξα ησλ κνληέισλ πξνζνκνίσζεο δηαθξηηψλ 

γεγνλφησλ, πξέπεη λα έρνπκε ηε δπλαηφηεηα απνζήθεπζεο ηεο ηξέρνπζαο ηηκήο 

ηνπ πξνζνκνησκέλνπ ρξφλνπ, ελψ ρξεηαδφκαζηε θαη έλα κεραληζκφ αχμεζήο ηνπ 

απφ κία ηηκή ζε κία άιιε. Ζ κεηαβιεηή ηνπ κνληέινπ πξνζνκνίσζεο πνπ καο δίλεη 

ηελ ηξέρνπζα ηηκή ηνπ ρξφλνπ, νλνκάδεηαη ξνιόη πξνζνκνίσζεο (simulation 

clock). Ζ κνλάδα ρξφλνπ πνπ ρξεζηκνπνηεί ην ξνιφη είλαη ζπλήζσο ε ίδηα κε απηή 

πνπ ρξεζηκνπνηνχλ νη παξάκεηξνη εηζφδνπ, ελψ γεληθά δελ ππάξρεη ζρέζε ηνπ 

ρξφλνπ πνπ θαηαγξάθεη ην ξνιφη, κε ην ρξφλν πνπ απαηηείηαη γηα ηελ εθηέιεζε ηνπ 

πξνζνκνησηή ζηνλ ππνινγηζηή.  

Πξέπεη λα ζεκεησζεί φηη έλα δηαθξηηφ κνληέιν πξνζνκνίσζεο δελ 

κνληεινπνηεί πάληα έλα δηαθξηηφ ζχζηεκα θαη ην ίδην ηζρχεη θαη γηα ηα ζπλερή 

κνληέια πξνζνκνίσζεο. Πάλησο, ζηελ αλάιπζε ησλ θαηαζθεπαζηηθψλ 

δηαδηθαζηψλ ελδηαθέξνπλ θπξίσο ηα κνληέια πξνζνκνίσζεο δηαθξηηψλ 

ζπζηεκάησλ θαη ζε απηά ζα γίλεη ηδηαίηεξε αλαθνξά ζηελ επφκελε παξάγξαθν. 

Πξηλ φκσο, ζα πεξηγξαθνχλ κε ζπληνκία θάπνηεο άιιεο θαηεγνξίεο κνληέισλ 

πξνζνκνίσζεο πνπ είλαη εμεηδηθεχζεηο ησλ πξναλαθεξζέλησλ θαη 

ρξεζηκνπνηνχληαη αξθεηά ζπρλά (Απνζηνιφπνπινο 2005). 

Οη εθαξκνγέο ηεο πξνζνκνίσζεο δηαθξηηψλ ζπζηεκάησλ ζηελ δηαρείξηζε 

ηερληθψλ έξγσλ είλαη πνιιέο θαη ζεκαληηθέο θαη γη‟ απηφ ε αλάιπζε πνπ ζα 

αθνινπζήζεη ζα επηθεληξσζεί ζε απηά. Ζ πξνζνκνίσζε δηαθξηηψλ ζπζηεκάησλ 

αθνξά ζηε κειέηε ζπζηεκάησλ ησλ νπνίσλ ε θαηάζηαζε αιιάδεη ζε 
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ζπγθεθξηκέλεο ρξνληθέο ζηηγκέο κέζσ γεγνλφησλ ή ζπκβάλησλ. Σν ηκήκα ηεο 

πξνζνκνίσζεο πνπ είλαη ππεχζπλν γηα ηνλ έιεγρν ηνπ ρξφλνπ ηεο πξνζνκνίσζεο 

νλνκάδεηαη κεραληζκφο ξνήο ηνπ ρξφλνπ (simulation clock).          

 Τπάξρνπλ δχν βαζηθέο πξνζεγγίζεηο σο πξνο ηνλ έιεγρν ηεο ξνήο ηνπ 

ρξφλνπ ζε κία πξνζνκνίσζε:  

1. Μησανιζμόρ επόμενος γεγονόηορ (next-event time advance): Ο 

κεραληζκφο απηφο θαζνξίδεη ηε ρξνληθή ζηηγκή πνπ ζα ζπκβεί ην επφκελν 

γεγνλφο θαη ην ξνιφη ηεο πξνζνκνίσζεο πξνρσξά ζε απηή ηε ρξνληθή 

ζηηγκή πξνζπεξλψληαο φινλ ηνλ ελδηάκεζν ρξφλν, θαηά ηνλ νπνίν δελ 

ζπκβαίλεη ηίπνηα. Ζ εθαξκνγή πεξηιακβάλεη ηελ χπαξμε ελφο θαηαιφγνπ ή 

ιίζηαο γεγνλφησλ, φπνπ θαηαγξάθνληαη ηα γεγνλφηα πνπ πξφθεηηαη λα 

ζπκβνχλ ζην κέιινλ.  

2. Μησανιζμόρ ζηαθεπού σπονικού διαζηήμαηορ (fixed-increment time 

advance): χκθσλα κε απηφλ ηνλ κεραληζκφ ην ξνιφη ηεο πξνζνκνίσζεο 

απμάλεη θαηά έλα κηθξφ θαη ζηαζεξφ ρξνληθφ δηάζηεκα. ια ηα γεγνλφηα 

πνπ εκθαλίδνληαη ηε ζπγθεθξηκέλε ρξνληθή ζηηγκή αιιά θαη φια φζα 

πξνεγήζεθαλ απηήο ζεσξείηαη φηη ζπκβαίλνπλ θαηά ηε ζπγθεθξηκέλε 

ρξνληθή ζηηγκή.  

 Ο κεραληζκφο ξνήο ρξφλνπ ηνπ επφκελνπ γεγνλφηνο ρξεζηκνπνηείηαη 

θπξίσο ζε δηαθξηηά ζπζηήκαηα, ελψ ν κεραληζκφο ηνπ ζηαζεξνχ δηαζηήκαηνο 

ρξεζηκνπνηείηαη γηα ηελ πξνζνκνίσζε ζπλερψλ ζπζηεκάησλ. Σν βαζηθφ 

κεηνλέθηεκα ηνπ κεραληζκνχ ζηαζεξνχ δηαζηήκαηνο ζε ζρέζε κε ηνλ κεραληζκφ 

επφκελνπ γεγνλφηνο είλαη ε άζθνπε αχμεζε ηνπ ξνινγηνχ ηεο πξνζνκνίσζεο 

θαηά ην ζηαζεξφ ρξνληθφ δηάζηεκα θαη ν ζπλερήο έιεγρνο γηα λα δηαπηζησζεί εάλ 

θάπνην γεγνλφο έρεη ζπκβεί. Αληίζεηα, ν κεραληζκφο επφκελνπ γεγνλφηνο 

κεηνλεθηεί έλαληη ηνπ κεραληζκνχ ζηαζεξνχ δηαζηήκαηνο ιφγσ ηεο 

πνιππινθφηεηαο ηεο δηαδηθαζίαο πξνγξακκαηηζκνχ ησλ επφκελσλ γεγνλφησλ. 

κσο απηφ δελ έρεη ζηαζεί εκπφδην ζην λα επηθξαηήζεη ζρεδφλ απνθιεηζηηθά γηα 

ηελ πξνζνκνίσζε δηαθξηηψλ ζπζηεκάησλ εμαηηίαο ηεο κεγάιεο ππνινγηζηηθήο 

ηζρχνο ησλ ζχγρξνλσλ Ζ/Τ.  

Ζ δηαδηθαζία απηή εμέιημεο ηνπ ξνινγηνχ πξνζνκνίσζεο απφ ην έλα 

γεγνλφο ζην άιιν, ζπλερίδεηαη κέρξη λα ηθαλνπνηεζεί θάπνηα πξνθαζνξηζκέλε 

ζπλζήθε ηεξκαηηζκνχ ηεο πξνζνκνίσζεο. Αθνχ φιεο νη αιιαγέο θαηάζηαζεο 

γίλνληαη κφλν ζηηο ρξνληθέο ζηηγκέο εκθάληζεο ησλ γεγνλφησλ, νη ελδηάκεζεο 
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αλελεξγνί πεξίνδνη δελ ιακβάλνληαη ππ΄ φςε θαη ην ξνιφη κεηαθηλείηαη απηφκαηα 

ζηε ζηηγκή εκθάληζεο ηνπ επνκέλνπ γεγνλφηνο. ζνλ δε αθνξά ηε κέζνδν 

εμέιημεο ζηαζεξήο αύμεζεο ηνπ ρξόλνπ, ην ξνιφη πξνζνκνίσζεο εμειίζζεηαη κε 

ζηαζεξέο απμήζεηο αθξηβψο Γt κνλάδσλ ρξφλνπ θάζε θνξά (Εψτθα 2010).  

Μεηά απφ θάζε ελεκέξσζε ηνπ ξνινγηνχ, γίλεηαη έλαο έιεγρνο γηα λα 

εμαθξηβσζεί εάλ ζα έπξεπε λα έρνπλ εκθαληζζεί θάπνηα γεγνλφηα θαηά ην 

πξνεγνχκελν ρξνληθφ δηάζηεκα Γt . Αλ εκθαλίζζεθαλ γεγνλφηα ζην δηάζηεκα 

απηφ, ζεσξνχκε φηη απηά εκθαλίδνληαη ζην ηέινο ηνπ ρξνληθνχ δηαζηήκαηνο θαη ε 

θαηάζηαζε ηνπ ζπζηήκαηνο ελεκεξψλεηαη θαηάιιεια. 

Σα πεξηζζφηεξα κνληέια πξνζνκνίσζεο δηαθξηηψλ γεγνλφησλ πνπ 

ρξεζηκνπνηνχλ ηε κέζνδν εμέιημεο κε βάζε ην ρξφλν ηνπ επνκέλνπ γεγνλφηνο, 

πεξηιακβάλνπλ ηα παξαθάησ ηκήκαηα: 

 

• Καηάζηαζε πζηήκαηνο (system state): Ζ ζπιινγή ησλ κεηαβιεηψλ 

θαηάζηαζεο πνπ είλαη απαξαίηεηεο γηα ηελ πεξηγξαθή ηνπ ζπζηήκαηνο ζε 

κία ρξνληθή ζηηγκή. 

• Ρνιόη Πξνζνκνίσζεο (simulation clock): Μία κεηαβιεηή πνπ πεξηέρεη ηελ 

ηξέρνπζα ηηκή ηνπ πξνζνκνησκέλνπ ρξφλνπ. 

• Λίζηα Γεγνλόησλ (event list): Μία ιίζηα πνπ πεξηέρεη ηελ επφκελε ρξνληθή 

ζηηγκή εκθάληζεο θάζε ηχπνπ γεγνλφηνο. 

• Μεηξεηέο ηαηηζηηθώλ (statistical counters): Μεηαβιεηέο πνπ 

ρξεζηκνπνηνχληαη γηα ηελ απνζήθεπζε ζηαηηζηηθψλ κεηξήζεσλ ηεο 

απφδνζεο ηνπ ζπζηήκαηνο. 

• Ρνπηίλα Αξρηθνπνίεζεο (initialization routine): Έλα ππνπξφγξακκα πνπ 

αξρηθνπνηεί ην κνληέιν πξνζνκνίσζεο ηε ρξνληθή ζηηγκή κεδέλ. 

• Ρνπηίλα Χξνληζκνύ (timing routine): Έλα ππνπξφγξακκα πνπ αλαγλσξίδεη 

ην επφκελν γεγνλφο απφ ηε ιίζηα γεγνλφησλ θαη αθνινχζσο απμάλεη ην 

ξνιφη πξνζνκνίσζεο ζηε ρξνληθή ζηηγκή πνπ ην γεγνλφο απηφ ζα 

εκθαληζζεί. 

• Ρνπηίλεο Γεγνλόησλ (event routines): Τπνπξνγξάκκαηα πνπ 

ελεκεξψλνπλ ηελ θαηάζηαζε ζπζηήκαηνο φηαλ εκθαλίδεηαη έλα 

ζπγθεθξηκέλν είδνο γεγνλφηνο (ππάξρεη κία ηέηνηα ξνπηίλα γηα θάζε είδνο 

γεγνλφηνο). 
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• Ρνπηίλεο Βηβιηνζήθεο (library routines): χλνιν ππνπξνγξακκάησλ πνπ 

δεκηνπξγνχλ ηπραίεο εκθαλίζεηο ηηκψλ απφ πηζαλνηηθέο θαηαλνκέο, πνπ 

έρνπλ νξηζζεί σο κέξνο ηνπ κνληέινπ πξνζνκνίσζεο. 

• Γελλήηξηα Αλαθνξώλ (report generator): Τπνπξφγξακκα πνπ ππνινγίδεη 

εθηηκήζεηο ησλ επηζπκεηψλ κέηξσλ απφδνζεο απφ ηνπο κεηξεηέο 

ζηαηηζηηθψλ θαη παξάγεη αλαθνξέο φηαλ ηειεηψζεη ε εθηέιεζε ηνπ 

πξνζνκνησηή. 

• Κπξίσο Πξόγξακκα (main program): Σν πξφγξακκα πνπ θαιεί ηε ξνπηίλα 

ρξνληζκνχ γηα λα θαζνξηζηεί ην επφκελν γεγνλφο θαη κεηά κεηαθέξεη ηνλ 

έιεγρν ζηελ αληίζηνηρε ξνπηίλα γεγνλφηνο γηα λα ελεκεξσζεί θαηάιιεια ε 

θαηάζηαζε ηνπ ζπζηήκαηνο. Διέγρεη επίζεο αλ πξέπεη λα ηεξκαηηζζεί ε 

πξνζνκνίσζε θαη θαιεί ηφηε ηε γελλήηξηα αλαθνξψλ(Γεκεηξηάδνπ 2009). 
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Κεθάλαιο 4:  Μονηέλα αθίξευν 

εξςπηπεηήζευν – Ανάλςζη οςπών 

4.1 Ειςαγωγό 

 

ην θεθάιαην απηφ ζα αζρνιεζνχκε κε δηάθνξα κνληέια 

αθίμεσλ/εμππεξεηήζεσλ ζα αλαιχζνπκε εθηελέζηεξα ηηο νπξέο αλακνλήο θαη ζα 

πεξηγξάςνπκε αλαιπηηθά κεξηθά απφ ηα πην βαζηθά ζπζηήκαηα αλακνλήο. 

Οη νπξέο αλακνλήο δεκηνπξγνχληαη φηαλ ε ηξέρνπζα δήηεζε γηα θάπνηα 

ππεξεζία μεπεξλά ηε δπλακηθφηεηα ηεο. Τπάξρνπλ αθφκε πεξηπηψζεηο θαηά ηηο 

νπνίεο ε δπλακηθφηεηα ηνπ ζπζηήκαηνο θαηλνκεληθά λα θαιχπηεη ηηο απαηηήζεηο 

αιιά παξφια απηά λα δηακνξθψλνληαη νπξέο αλακνλήο ιφγν ηεο κεηαβιεηφηεηαο 

πνπ ππάξρεη ζηηο δηαδηθαζίεο άθημεο θαη εμππεξέηεζεο ησλ πειαηψλ. Ο 

πξσηαξρηθφο ζηφρνο ησλ νπξψλ απηψλ είλαη ν ππνινγηζκφο ησλ δεηθηψλ 

απφδνζεο. Γειαδή κε απιά ιφγηα λα ιεθζνχλ νη θαηάιιειεο απνθάζεηο ζρεηηθά 

κε ην επίπεδν ηεο παξερφκελεο εμππεξέηεζεο, αληηζηαζκίδνληαο ην θφζηνο 

παξνρήο ηεο εμππεξέηεζεο κε ην θφζηνο απφ ηελ αλακνλή ησλ πειαηψλ. 

 

4.2 Δομικϊ ςτοιχεύα  των ουρών αναμονόσ και κύρια 

χαρακτηριςτικϊ τουσ. 

 

Σα πην βαζηθά ζηνηρεία ησλ νπξψλ αλακνλήο είλαη ηα εμήο : 

 

 Πεγή ησλ πειαηψλ : Δάλ ην κέγεζνο είλαη άπεηξν νπφηε θαη δελ επεξεάδεη 

ην ξπζκφ αθίμεσλ ή πεπεξαζκέλν θαη αθφκε αλ ηα ζπζηήκαηα είλαη αλνηθηά 

θαη απεπζχλνληαη ζην επξχ θνηλφ ή είλαη θιεηζηά φπσο γηα παξάδεηγκα έλα 

ζχζηεκα ζπληήξεζεο. 

 Γηαδηθαζία αθίμεσλ : Ζ πξνέιεπζε φπσο θαη ν κέζνο ξπζκφο άθημεο ησλ 

πειαηψλ. Δπίζεο ην αλ είλαη πξνγξακκαηηζκέλεο ή ηπραίεο νη αθίμεηο φπσο 

θαη ηη θαηαλνκή αθνινπζνχλ (Poisson, ζηαζεξή, θιπ) 

 Ρπζκφο αθίμεσλ : Σν κέζν πιήζνο πειαηψλ θαηά ηε δηάξθεηα ελφο ρξνληθνχ 

δηαζηήκαηνο. 
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 Υξφλνο αθίμεσλ : Ο ρξφλνο πνπ κεζνιαβεί αλάκεζα ζε δηαδνρηθέο αθίμεηο. 

Δπηπιένλ, βαζηθά ζηνηρεία ησλ νπξψλ αλακνλήο απνηεινχλ ε 

ρσξεηηθφηεηα, δειαδή εάλ είλαη πεπεξαζκέλε ή απεξηφξηζηε, νη ζπλήζεηεο ησλ 

πειαηψλ (έιιεηςε ππνκνλήο θαη απνρψξεζε, ελαιιαγή), ε πεηζαξρεία, δειαδή ν 

θαλφλαο κε ηνλ νπνίν επηιέγεηαη ν επφκελνο πειάηεο γηα λα εμππεξεηεζεί (FIFO, 

LIFO, Priority, Random Order), νη ζέζεηο θαη νη θάζεηο εμππεξέηεζεο δειαδή ην 

πιήζνο ησλ παξαιιήισλ ζέζεσλ θαη δηαδνρηθψλ θάζεσλ. 

 

 

Δηθφλα 4.1: χζηεκα εμππεξέηεζεο κε δηάθνξα δνκηθά ζηνηρεία 

http://users.uom.gr/~acg/Courses/QA2/material/Ch12slides.pdf 

 

4.3 Βαςικού οριςμού 

4.3.1 Κατάςταςη ιςορροπίασ 

 

Έλα ζχζηεκα βξίζθεηαη ζε θαηάζηαζε ηζνξξνπίαο, φηαλ ε ζπκπεξηθνξά 

ηνπ δελ εμαξηάηαη απφ ηηο αξρηθέο ζπλζήθεο πνπ ππάξρνπλ θαηά ηελ έλαξμε ηεο 

ιεηηνπξγίαο ηνπ. Έλα ζχζηεκα θζάλεη ζε θαηάζηαζε ηζνξξνπίαο, φηαλ παξέιζεη 

έλα εχινγν ρξνληθφ δηάζηεκα απφ ηελ αξρηθή ηνπ θαηάζηαζε, ζηε δηάξθεηα ηνπ 

νπνίνπ εμαιείθεηαη ε επίδξαζε ησλ ζπλζεθψλ εθθίλεζεο νπφηε νη δείθηεο είλαη 

αλεμάξηεηνη απφ ην ρξφλν παξαηήξεζεο. 

 



Πτυχιακή εργαςία του Θεοδοςιάδη Χρήςτου 

72 από 110 

4.3.2 Παροδική – μεταβατική περίοδοσ 

 

Ζ πεξίνδνο πνπ απαηηείηαη λα πεξάζεη, ψζηε ην ζχζηεκα λα πάςεη λα 

εμαξηάηαη απφ ηηο αξρηθέο ζπλζήθεο εθθίλεζεο θαη λα ζπγθιίλεη ζε θαηάζηαζε 

ηζνξξνπίαο. Καηά ηελ πεξίνδν απηή, νη δείθηεο απφδνζεο δέρνληαη νπζηαζηηθή 

επίδξαζε απφ ηηο ζπλζήθεο εθθίλεζεο θαη εμαξηψληαη απφ ην ρξφλν. 

 

4.3.3 Κωδικοποίηςη μοντέλων (Kendall) 

 

H γεληθή κνξθή ησλ κνληέισλ είλαη ε εμήο : a/b/s/k/N 

 Σν πξψην ζηνηρείν „α‟ δειψλεη ηελ θαηαλνκή ησλ αθίμεσλ, γηα παξάδεηγκα 

Μ,G,D θηι. 

 Σν ζηνηρείν „b‟ δειψλεη ηελ θαηαλνκή ηνπ ρξφλνπ εμππεξέηεζεο. 

 Mε ην „s‟ εθθξάδεηαη ην πιήζνο ησλ παξάιιεισλ ζέζεσλ εμππεξέηεζεο 

πνπ πξέπεη λα είλαη κεγαιχηεξν ή ίζν ηνπ 1. 

 Σν „k‟ ζπκβνιίδεη ηε ρσξεηηθφηεηα ηνπ ζπζηήκαηνο εμππεξέηεζεο πνπ θαη 

εδψ πξέπεη λα είλαη κεγαιχηεξε ή ίζε ηνπ 1 

 Σν „N‟ δειψλεη ην πιήζνο ησλ πειαηψλ ζηελ πεγή, φηαλ απηφ είλαη 

πεπεξαζκέλν. 

ηαλ ην ζχζηεκα έρεη άπεηξε ρσξεηηθφηεηα ή άπεηξνπο πειάηεο ζηελ πεγή, ηα 

αληίζηνηρα ζχκβνια ζπλήζσο παξαιείπνληαη.  

(http://users.uom.gr/~acg/Courses/QA2/material/Ch12slides.pdf) 

 

4.3.4 Το M/M/1 Σύςτημα Αναμονήσ 

 

Σν M/M/1 ζχζηεκα αλακνλήο απνηειείηαη απφ έλαλ ζηαζκφ αλακνλήο κε 

κία ζέζε εμππεξέηεζεο. Οη πειάηεο θζάλνπλ ζχκθσλα κε κηα θαηαλνκή Poisson 

κε ξπζκφ ι, θαη ε θαηαλνκή πηζαλφηεηαο ηνπ ρξφλνπ εμππεξέηεζεο είλαη εθζεηηθή 

κε κέζν 1/κ sec. Θα εμεγήζνπκε ηελ έλλνηα απηψλ ησλ φξσλ ζχληνκα. Σν φλνκα 

M/M/1 απεηθνλίδεη ηελ ηππνπνηεκέλε νλνκαηνινγία ηεο ζεσξίαο αλακνλήο φπσο 

έρνπκε πξναλαθέξεη κε ην νπνίν: 

 

http://users.uom.gr/~acg/Courses/QA2/material/Ch12slides.pdf
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1. Σν πξψην γξάκκα δείρλεη ηε θχζε ηεο δηαδηθαζίαο άθημεο π.ρ M γηα ηελ 

απψιεηα κλήκεο, ην νπνίν εδψ ζεκαίλεη κηα δηαδηθαζία Poisson (δει. εθζεηηθά 

θαηαλεκεκέλνπο ρξφλνπο αθίμεσλ). 

2. Σν δεχηεξν γξάκκα δείρλεη ηε θχζε ηεο θαηαλνκήο ηεο πηζαλφηεηαο ησλ 

ρξφλσλ εμππεξέηεζεο, ην νπνίν εδψ είλαη εθζεηηθή. 

3. Ο ηειεπηαίνο αξηζκφο δείρλεη ηνλ αξηζκφ ησλ ζέζεσλ εμππεξέηεζεο. 

(Μπηζκπίθεο 2007) 

ε φιεο ηηο πεξηπηψζεηο, νη ρξφλνη κεηαμχ δηαδνρηθψλ αθίμεσλ θαη νη ρξφλνη 

εμππεξέηεζεο ππνηίζεηαη φηη ήηαλ ζηαηηζηηθά αλεμάξηεηνη ν έλαο απφ ηνλ άιινλ. 

Έρνπκε θαζνξίζεη ήδε, κέζσ ηνπ ζεσξήκαηνο ηνπ Little, ηηο ζρέζεηο κεηαμχ 

ησλ βαζηθψλ πνζνηήησλ, 

, QN T N W  

φπνπ 

N = κέζνο αξηζκφο πειαηψλ ζην ζχζηεκα 

T = κέζνο ρξφλνο παξακνλήο ησλ πειαηψλ ζην ζχζηεκα 

QN = κέζνο αξηζκφο πειαηψλ πνπ πεξηκέλνπλ ζηε ζεηξά αλακνλήο 

W = κέζνο ρξφλνο αλακνλήο πειαηψλ ζηε ζεηξά αλακνλήο 

Ωζηφζν, ην N , ην T , ην QN  θαη ην W  δελ κπνξνχλ λα δηεπθξηληζηνχλ 

πεξηζζφηεξν εθηφο αλ μέξνπκε θάηη πεξηζζφηεξν γηα ηηο ζηαηηζηηθέο ηνπ 

ζπζηήκαηνο. Λακβάλνληαο ππφςε απηέο ηηο ζηαηηζηηθέο, ζα είκαζηε ζε ζέζε λα 

παξαγάγνπκε ηηο πηζαλφηεηεο ηεο κφληκεο θαηάζηαζεο np =πηζαλφηεηα n πειάηεο 

λα βξίζθνληαη ζην ζχζηεκα 0,1,2,...n  

Απφ απηέο ηηο πηζαλφηεηεο έρνπκε :  

0

n

n

N np  

θαη ρξεζηκνπνηψληαο ην ζεψξεκα ηνπ Little, 

/T N  

 

Τπάξρνπλ θαη δηάθνξα άιια ζπζηήκαηα αλακνλήο πνπ είλαη παξφκνηα κε 

ην M /M /1 δεδνκέλνπ φηη ε δηαδηθαζία άθημεο είλαη Poisson θαη νη ρξφλνη 

εμππεξέηεζεο είλαη αλεμάξηεηνη, θαηαλεκεκέλνη εθζεηηθά, θαη αλεμάξηεηνη ησλ 

ρξφλσλ κεηαμχ δηαδνρηθψλ αθίμεσλ. Λφγσ απηψλ ησλ ππνζέζεσλ, απηά ηα 

ζπζηήκαηα κπνξνχλ λα δηακνξθσζνχλ κε ζπλερνχο - ή δηαθξηηνχ ρξφλνπ 
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αιπζίδεο Markov. Απφ ην αληίζηνηρν δηάγξακκα θαηαζηάζεσλ κεηάβαζεο, 

κπνξνχκε λα παξαγάγνπκε έλα ζχλνιν εμηζψζεσλ πνπ κπνξεί λα ιπζεί απφ ηηο 

πηζαλφηεηεο ρξεζηκνπνίεζεο κφληκεο θαηάζηαζεο. Ζ εθαξκνγή ηνπ ζεσξήκαηνο 

ηνπ Little παξάγεη έπεηηα ηε κέζε θαζπζηέξεζε αλά πειάηε. 

 

4.3.5 Το Σύςτημα Αναμονήσ M/M/κ   

 

Σν M/M/θ ζχζηεκα αλακνλήο είλαη ην ίδην κε ην Μ/Μ/1 ζχζηεκα εθηφο 

απφ φηη ππάξρνπλ θ ζέζεηο εμππεξέηεζεο. Έλαο πειάηεο ζην „‟θεθάιη‟‟ ηεο ζεηξάο 

αλακνλήο θαζνδεγείηαη ζε νπνηνδήπνηε εμππεξεηεηή είλαη δηαζέζηκνο 

(Μπηζκπίθεο 2007).  

 

Απφ ηηο εμηζψζεηο ηζνξξνπίαο γηα ηηο πηζαλφηεηεο np  ηεο κφληκεο θαηάζηαζεο θαη 

παίξλνληαο 0 , έρνπκε  

1

1

,    1 n             (5.1)

,    n                   (5.2)

n n

n n

p n p

p p
 

 

Ζ εθαξκνγή ηεο γεληθήο ιχζεο δίλεη ηελ ζηαηηθή θαηαλνκή ηνπ αξηζκνχ πειαηψλ 

ζην ζχζηεκα :  

 

0

0

( )
  1 n

!

    n
!

{                           (5.3)

n

n

p
n

n
p

k

p  

φπνπ 1 . Ζ πνζφηεηα απηή πεξηγξάθεη ην αλακελφκελν πνζνζηφ 

απαζρνινχκελσλ κνλάδσλ εμππεξέηεζεο. Μπνξνχκε λα ππνινγίζνπκε ηελ 

πηζαλφηεηα 0p  ρξεζηκνπνηψληαο ηηο εμηζψζεηο (5.2) κε βάζε ηε ζπλζήθε 
0

1n

n

p . 

 

Σειηθά έρνπκε: 

1
1

0

0

( ) ( )
                (5.4)

! !(1 )

n

n

c c
p

n
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Ζ πηζαλφηεηα φηη κηα άθημε ζα βξεη φιεο ηηο κνλάδεο εμππεξέηεζεο 

απαζρνιεκέλεο θαη ζα αλαγθαζηεί λα πεξηκέλεη ζηε ζεηξά αλακνλήο είλαη έλα 

ζεκαληηθφ κέηξν ηεο απφδνζεο ηνπ ζπζηήκαηνο M /M / θ . Αθνχ έλαο πειάηεο 

πνπ θζάλεη βξίζθεη ην ζχζηεκα ζηε "ραξαθηεξηζηηθή" (typical) θαηάζηαζε, έρνπκε :  

 

0 0

0 0 0

( )
{ )

! !

n
n k

n

n n n

p p
P Queueing p

k  

Καη ηειηθά 

 0 ( )
{ }              (5.5)

!(1 )
Q

p
P P Queueing

 

 

Ζ εμίζσζε αχηε είλαη γλσζηή σο ηχπνο C ηνπ Eralang πξνο ηηκή ηνπ 

Α.Κ.Δrlang, πνπ ήηαλ ν πξψηηζηνο πξσηνπφξνο ηεο Γαλίαο ζηε ζεσξία αλακνλήο. 

Απηή ε εμίζσζε ρξεζηκνπνηείηαη ζπρλά ζηελ ηειεθσλία γηα λα ππνινγίζεη ηελ 

πηζαλφηεηα ελφο αηηήκαηνο πξφζθιεζεο βξίζθνληαο φια ηα θπθιψκαηα θ κηαο 

γξακκήο κεηάδνζεο απαζρνιεκέλα. ε έλα Μ/Μ/θ κνληέιν ππνηίζεηαη φηη έλα 

ηέηνην αίηεκα θιήζεο „παξακέλεη‟ ζηε ζεηξά αλακνλήο, δειαδή ζπλερείο 

πξνζπάζεηεο λα βξεζεί ειεχζεξν θχθισκα.     

Ο αλακελφκελνο αξηζκφο πειαηψλ πνπ πεξηκέλνπλ ζηε ζεηξά αλακνλήο 

δίλεηαη :  

 

0

Q n

n

N np

 

 

Υξεζηκνπνηψληαο ηελ έθθξαζε np  (εμίζσζε 5.2) εμίζσζε έρνπκε : 

 

0
0

0 0

( )

! !

n
n

Q

n n

p
N np n

 

 

Υξεζηκνπνηψληαο ηνλ ηχπν C ηνπ Erlang ηεο εμίζσζεο (5.5) γηα λα 

εθθξάζνπκε ην 0p  απφ ηελ άπνςε ηνπ QP  θαη ηελ εμίζσζε 
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0

(1 ) / (1 )n

n

n πνπ ζπλαληήζακε ζηελ αλάιπζε ησλ Μ/Μ/1 ζπζηεκάησλ, 

ηειηθά έρνπκε : 

 

0

2

( )
            (5.6)

1 !(1 )
Q Q

p
P  

Ηδηαίηεξε πξνζνρή πξέπεη λα δνζεί ζηε ζρέζε 
1

Q

QP
ε νπνία 

αληηπξνζσπεχεη ηνλ αλακελφκελν αξηζκφ πνπ βξίζθεηαη ζηε ζεηξά αλακνλήο απφ 

έλαλ πειάηε πνπ θηάλεη ππφ ηνλ φξν φηη αλαγθάδεηαη λα πεξηκέλεη ζηε ζεηξά 

αλακνλήο θαη είλαη αλεμάξηεηνο απφ ηνλ αξηζκφ ησλ ζέζεσλ εμππεξέηεζεο γηα 

έλα δνζέλ . Απηφ πξνηείλεη εηδηθφηεξα φηη εθφζνλ ππάξρνπλ πειάηεο πνπ 

πεξηκέλνπλ ζηε ζεηξά αλακνλήο, ην κέγεζνο ησλ ζεηξψλ αλακνλήο ηνπ Μ/Μ/θ 

ζπζηήκαηνο ζπκπεξηθέξεηαη φκνηα φπσο ζε έλα Μ/Μ/1 ζχζηεκα κε ξπζκφ 

εμππεξέηεζεο ηνλ αζξνηζηηθφ ξπζκφ ησλ θ κνλάδσλ εμππεξέηεζεο. Κάπνηα 

ζθέςε δείρλεη φηη πξάγκαηη απηφ ηζρχεη ιακβάλνληαο ππφςε ηελ απψιεηα κλήκεο 

ηεο εθζεηηθήο θαηαλνκήο. Υξεζηκνπνηψληαο ην ζεψξεκα ηνπ Little θαη ηελ ζρέζε 

(5.6) γηα ην 
Q

, ιακβάλνπκε ην κέζν ρξφλν W πνπ έλαο πειάηεο πξέπεη λα 

πεξηκέλεη ζηε ζεηξά αλακνλήο: 

 

(1 )

Q QN P
W

 

Δπνκέλσο ε κέζε θαζπζηέξεζε αλα πειάηε είλαη  : 
1 1

(1 )

QP
W  

θαη ρξεζηκνπνηψληαο φηη /  παίξλνπκε  

1 1              (5.7)
QP

W

 

 

Υξεζηκνπνηψληαο ην ζεψξεκα ηνπ Little πάιη, ν κέζνο αξηζκφο πειαηψλ 

ζην ζχζηεκα είλαη 
QP

 θαη ρξεζηκνπνηψληαο /  παίξλνπκε 

ηειηθά  
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1

QP
. 

 

Έλα ζχζηεκα Μ/Μ/θ έρεη θαηψηεξεο επηδφζεηο απφ έλα ζχζηεκα Μ/Μ/1 κε 

ηζνδχλακν ξπζκφ εμππεξέηεζεο, δειαδή κε ξπζκφ εμππεξέηεζεο θκ. Απηφ 

ζπκβαίλεη γηαηί ζην ζχζηεκα Μ/Μ/θ δελ ρξεζηκνπνηνχληαη πάληα φιεο νη 

δπλαηφηεηεο ηνπ (φηαλ ππάξρνπλ ιηγφηεξνη απφ θ πειάηεο, θάπνηεο κνλάδεο 

εμππεξέηεζεο δελ εξγάδνληαη). 

 

4.3.6 Σειρέσ αναμονήσ  Μ/Μ/κ/Κ με Παράλληλεσ Θέςεισ Εξυπηρέτηςησ 

 

Μέρξη ηψξα ππνηίζεηαη φηη ε ηθαλφηεηα απνζήθεπζεο ηεο ζεηξάο αλακνλήο 

είλαη άπεηξε. ηελ πξάμε, απηφ είλαη ζαθψο απαξάδεθην δεδνκέλνπ φηη νη πειάηεο 

πνπ πεξηκέλνπλ πξέπεη λα απνζεθεπηνχλ ζε έλα ρψξν αλακνλήο ηνπ νπνίνπ ην 

κέγεζνο είλαη πεπεξαζκέλν. Σν πξφβιεκα πνπ πξνθχπηεη είλαη λα θαζνξηζηεί ην 

κέγεζνο ηνπ ρψξνπ αλακνλήο θαη λα αμηνινγεζεί ε επίδξαζε ηνπ παξαπάλσ 

πεξηνξηζκνχ ζηε ιεηηνπξγία ηεο ζεηξάο αλακνλήο (Μπηζκπίθεο 2007).  

Έηζη ινηπφλ ζα γίλεη κηα ζχληνκε πεξηγξαθή ηνπ κνληέινπ Μ/Μ/θ/Κ κε 

παξάιιειεο ζέζεηο εμππεξέηεζεο, ζην νπνίν ππάξρεη έλα φξην Κ γηα ηνλ αξηζκφ 

πειαηψλ πνη επηηξέπεηαη λα βξίζθνληαη ζην ζχζηεκα νπνηαδήπνηε ζηηγκή 

(Μπηζκπίθεο 2007). 

Ζ πξνζέγγηζε ηνπ κνληέινπ απηνχ είλαη ζρεδφλ ίδηα κε ηνπ κνληέινπ Μ/Μ/θ 

πνπ είδακε ζηελ πξνεγνχκελε παξάγξαθν εθηφο απφ ην φηη ν ξπζκφο άθημεο είλαη 

0 φηαλ λ≥Κ. Πξνθχπηεη απφ ηελ (5.3) φηη  

0

0

( )
    1 n k

!

      κ
!

{                  (5.8)

n

n n

k
p

n
n k

p n K
k

p

 

Ο ζπλεζηζκέλνο φξνο φηη ην άζξνηζκα ησλ πηζαλνηήησλ είλαη 1 ζα καο 

δψζεη ην 0p . Ο ππνινγηζκφο είλαη ζρεδφλ ν ίδηνο κε απηφλ γηα ην Μ/Μ/θ, εθηφο 

απφ ην φηη ηψξα θαη νη δπν ζεηξέο ζηνλ ππνινγηζκφ είλαη πεπεξαζκέλεο θαη έηζη 

δελ ρξεηάδεηαη ε έληαζε θπθινθνξίαο λα είλαη κηθξφηεξε απφ 1. Έηζη  

 

1
1

0

0 ! !

n n

n n n
n n

p
n
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Γηα λα απινπνηήζνπκε, ζεσξνχκε ην δεχηεξν άζξνηζκα, κε  

/    και ρ=r/cr  :  

 

11
    (ρ 1)

! 1

( 1)     (ρ=1)
!

{
! !

rn k
n

n r
n n

r r

 

Οπφηε 

1 1
1

0
1

1

0

1
( )     (ρ 1)

! ! 1

0
( ( 1))      (ρ=1)

! !

{        (5.9)

n

n

n

n

rr
n

rr
n

p

 

 

Αλ θ=1 ζηηο (5.8)  θαη (5.9) παίξλνπκε ηα απνηειέζκαηα γηα ην κνληέιν Μ/Μ/1/Κ. 

ηε ζπλέρεηα ζα βξνχκε ην αλακελφκελν κήθνο ησλ ζεηξψλ αλακνλήο σο εμήο 

( 1) : 

1

0

1

10 0

1 1

1

0

10

2

( )

      = ( )
!

      = ( )
! !

1
      = ( )

! 1

      = [1 (1 )( 1) ]        (5.10)
!(1 )

Q n

n

n

n
n

K
n i

n i

n p

p r
n r

p r p r
n r i

p r d

d

p r

 

 

Γηα λα πάξνπκε ην αλακελφκελν κέγεζνο ζπζηεκάησλ, έρνπκε απφ ην 

κνληέιν Μ/Μ/θ φηη 
QN N . Δληνχηνηο, γηα ηελ πεξίπησζε πεπεξαζκέλνπ 

ρψξνπ αλακνλήο, πξέπεη λα ξπζκίζνπκε απηφ ην απνηέιεζκα, δεδνκέλνπ φηη έλα 

κέξνο Kp ησλ αθίμεσλ δελ εηζέξρνληαη ζην ζχζηεκα, επεηδή φηαλ θζάλνπλ δελ 

έρεη απνκείλεη θαζφινπ ρψξνο αλακνλήο. Καηά ζπλέπεηα ν πξαγκαηηθφο ξπζκφο 

αθίμεσλ πνπ εηζέξρεηαη ζην ζχζηεκα πξέπεη λα ξπζκηζηεί αλαιφγσο. Γεδνκέλνπ 

φηη νη αθίμεηο Poisson βιέπνπλ ηνπο ρξνληθνχο κέζνπο φξνπο, έπεηαη φηη ν ελεξγφο 

ξπζκφο άθημεο πνπ θαίλεηαη απφ ηνπο εμππεξεηεηέο είλαη (1 ).Kp  πκβνιίδνπκε 

νπνηνδήπνηε ηέηνην πξνζαξκνζκέλν ξπζκφ εηζφδνπ σο ( )eff effective .Ζ ζρέζε 
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κεηαμχ ηνπ N θαη ηνπ 
QN  πξέπεη επνκέλσο λα επαλαδηαηππσζεί γηα απηφ ην 

κνληέιν θαη είλαη  

(1 ) / (1 ) 
eff

Q Q k Q KN N N p N r p . 

Ξέξνπκε φηη ε πνζφηεηα (1 )Kr p πξέπεη λα είλαη κηθξφηεξε απφ ην ην θ, 

δεδνκέλνπ φηη ν κέζνο αξηζκφο πειαηψλ πνπ εμππεξεηείηαη πξέπεη λα είλαη 

κηθξφηεξνο απφ ην ζπλνιηθφ αξηζκφ δηαζέζηκσλ ζέζεσλ εμππεξέηεζεο. Απηφ 

πξνηείλεη ηνλ νξηζκφ ηνπ /eff eff
, ην νπνίν ζα έπξεπε λα είλαη κηθξφηεξν απφ 

1 γηα νπνηνδήπνηε κνληέιν Μ/Μ/θ αθφκα θαη αλ δελ ππάξρεη θαλέλαο ηέηνηνο 

πεξηνξηζκφο ζηελ ηηκή ηνπ / . 

Οη αλακελφκελεο ηηκέο γηα ηνλ ρξφλν αλακνλήο κπνξνχλ λα ιεθζνχλ 

εχθνια κέζσ ηνπ ζεσξήκαηνο ηνπ Little  

 

                  (5.11)
(1 )

1

eff K

Q

eff

N N
T

p

W T

 

 

Σν ζχζηεκα M /M /1/ K απνηειεί έλα αθξηβέζηεξν κνληέιν πξαγκαηηθψλ 

ζπζηεκάησλ ζε ζρέζε κε κνληέια απείξνπ ρψξνπ αλακνλήο, ζην νπνίν έλαο 

πειάηεο κπνξεί λα εμππεξεηείηαη θαη ην πνιχ K −1 λα πεξηκέλνπλ. 

Τπνζέηνπκε φηη νη πειάηεο πνπ θζάλνληαο βξίζθνπλ K πειάηεο ζην 

ζχζηεκα θεχγνπλ θαη “ράλνληαη”. Ζ θπζηθή εξκελεία γηα ην κνληέιν απηφ είλαη φηη 

ππάξρεη πεξηνξηζκέλνο ρψξνο αλακνλήο, πνπ ρσξάεη έλα κέγηζην αξηζκφ K 

πειαηψλ ζην ζχζηεκα. 

Μηα άιιε εξκελεία είλαη φηη νη πειάηεο πνπ θζάλνπλ δε ζα εηζέιζνπλ ζην 

ζχζηεκα, φηαλ δνπλ ηφζνπο πνιινχο πειάηεο ( K ) πξηλ απφ απηνχο, νπφηε ζα 

πάλε ζε άιιν ζχζηεκα γηα εμππεξέηεζε, επεηδή δελ είλαη πξφζπκνη λα πεξηκέλνπλ 

πνιχ. Σν θαηλφκελν απηφ ηεο κε πξνζρψξεζεο είλαη πνιχ ζπλεζηζκέλν ζηα 

εκπνξηθά ζπζηήκαηα εμππεξέηεζεο. 

Γηα ην κνληέιν M /M /1/ K , φια ηα κέηξα απνηειεζκαηηθφηεηαο πνπ είδακε 

παξαπάλσ έρνπλ αξθεηά απινχζηεξεο εθθξάζεηο : 
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1

1
   (ρ 1)

1

0 1
        (ρ=1)

1

0

{                           (5.12)

, 0,1,2,...,n

n

p

p p n K
 

νπφηε 

1

(1 )
   (ρ 1)

1

1
           (ρ=1)

1

{                          (5.13)

n

np  

 

θαη 

 

 

κε   0(1 ).QN N p  

Ζ παξαγσγή ηεο θαηαλνκήο ηνπ ρξφλνπ αλακνλήο είλαη θάπσο πεξίπινθε. 

Δίλαη  απαξαίηεην λα παξαρζνχλ νη πηζαλφηεηεο άθημεο { }nq  , δεδνκέλνπ φηη ε 

είζνδνο δελ είλαη πιένλ Poisson ιφγσ ηεο απνθνπήο κεγέζνπο K, θαη n nq p . 

 

Έρνπκε φηη 

  (n K-1)
1

n
n

K

p
q

p  

 

Αμίδεη λα ζεκεησζεί γηα ην κνληέιν Μ/Μ/θ/∞, ε παξαπάλσ εμίζσζε ζα είλαη 

ίζε κε np δεδνκέλνπ φηη ην Kp  πεγαίλεη ζην 0 φηαλ δελ ππάξρεη ν πεξηνξηζκφο ηεο 

ρσξεηηθφηεηαο. Καηά ζπλέπεηα γηα ην Μ/Μ/θ/∞ είλαη n nq p . 

 

4.3.7 Το Σύςτημα Αναμονήσ M/M/κ/κ 

  

ηελ παξάγξαθν απηή ζα πεξηγξάςνπκε έλα ζχζηεκα πνπ είλαη ίδην κε ην 

ζχζηεκα M/M/θ εθηφο απφ ην φηη εάλ κηα άθημε βξίζθεη φινπο ηνπο εμππεξεηεηέο 

απαζρνιεκέλνπο, δελ εηζέξρεηαη ζην ζχζηεκα άλη‟ απηνχ ράλεηαη. Σν ηειεπηαίν θ 

ζηε ζεκείσζε M/M/θ/θ δείρλεη ην φξην ηνπ αξηζκνχ πειαηψλ ζην ζχζηεκα. 

Κιαζζηθή εθαξκνγή ελφο ηέηνηνπ κνληέινπ είλαη ην ηειεθσληθφ θέληξν κε θ  

γξακκέο εμππεξέηεζεο (Μπηζκπίθεο 2007). 

1

( 1)
      (ρ 1)

1 1

( 1)
                     (ρ=1)

2( 1)

{          (5.14)QN
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ε απηφ ην πιαίζην, νη πειάηεο ζην ζχζηεκα αληηζηνηρνχλ ζηηο ελεξγέο 

ηειεθσληθέο ζπλνκηιίεο θαη νη εμππεξεηεηέο θ αληηπξνζσπεχνπλ κηα εληαία 

γξακκή κεηάδνζεο πνπ απνηειείηαη απφ θ θπθιψκαηα. Ο κέζνο ρξφλνο 

εμππεξέηεζεο είλαη 1/κ, είλαη ε κέζε δηάξθεηα κηαο ηειεθσληθήο ζπλνκηιίαο. 

Ζ θχξηα πνζφηεηα πνπ καο ελδηαθέξεη είλαη ε πιθανόηηηα θπαγήρ 

(blocking probability), δειαδή ε πηζαλφηεηα ηεο κφληκεο θαηάζηαζεο φηη φια ηα 

θπθιψκαηα είλαη απαζρνιεκέλα, νπφηε ζ'απηή ηελ πεξίπησζε κηα θιήζε άθημεο 

απνξξίπηεηαη απφ ηελ εμππεξέηεζε. εκεηψζηε φηη ζε έλα κνληέιν βαζηζκέλν ζην 

M/M/θ/θ , ε ππφζεζε είλαη φηη νη παξεκπνδηζκέλεο θιήζεηο ράλνληαη. Απηφ έξρεηαη 

ζε αληίζεζε κε ην M/M/θ κνληέιν, φπνπ ε ππφζεζε είλαη φηη παξεκπνδηζκέλε 

απνδνρή θιήζεσλ επαλέξρεηαη ζπλερψο ζε εμππεξέηεζε. 

 

Έρνπκε 

1 ,     n=1,2,...,κn np n p  

 

Δηζη έρνπκε  

0

1
( )     n=1,2,...,κ

!

n

np p
n

 

 

θαη ιχλνληαο σο πξνο 0p  ηελ εμίζσζε 
0

1n

n

p , έρνπκε  

1

0

0

1
( )

!

n

n

p
n

 

 

Ηδηαίηεξν ελδηαθέξνλ παξνπζηάδεη ε πηζαλφηεηα p  λα είλαη απαζρνιεκέλεο 

φιεο νη κνλάδεο εμππεξέηεζεο, ε νπνία ηζνδπλακεί κε ην πνζνζηφ ησλ πειαηψλ 

πνπ ράλνληαη: 

 

0

( / ) / !

( / ) / !n

n

p

n
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Δηθφλα 4.2: χζηεκα αλακνλήο θ εμππεξεηεηψλ κε απψιεηεο 

http://nemertes.lis.upatras.gr/dspace/bitstream/123456789/888/1/Nimertis_Mpismpikis(ma

).pdf 

 

4.3.8 Το Σύςτημα Αναμονήσ M/M/ ∞ : Άπειρεσ Μονάδεσ Εξυπηρέτηςησ 

 

ην ζχζηεκα πνπ πεξηγξάθεηαη παξαθάησ ζεσξνχκε είηε φηη ππάξρεη κηα 

ζέζε εμππεξέηεζεο ε νπνία επηηαρχλεη ηνλ ξπζκφ ηεο γξακκηθά φζν έξρνληαη 

πεξηζζφηεξνη πειάηεο, είηε φηη δηαηίζεηαη πάληα κηα θαηλνχξγηα κνλάδα, γηα θάζε 

πειάηε πνπ θζάλεη ζην ζχζηεκα. Δδψ, ν αξηζκφο ησλ πειαηψλ ζην ζχζηεκα 

ηζνδπλακεί κε ηνλ αξηζκφ πειαηψλ πνπ εμππεξεηνχληαη, εθφζνλ δελ ππάξρεη 

αλακνλή. ηελ νξηαθή πεξίπησζε φπνπ θ = ∞ ζην M /M / θ ζχζηεκα, απφ ηηο 

γεληθέο εμηζψζεηο ηζνξξνπίαο (5.1) πξνθχπηεη: 

 

 

` ,    n=1,2,...n np n p  

Έηζη έρνπκε  

 

0

1
( )     n=1,2,... 

!

n

np p
n

 

Απφ ηε ζπλζήθε 
0

1n

n

p   παίξλνπκε 

 

1

/

0

1

1
1 ( )

!

n

n

p e
n

 

Καη ηειηθά έρνπκε 

 

/

( )      n=0,1,2,...          (5.15)
!

n

n

e
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Δπνκέλσο, ζηελ κφληκε θαηάζηαζε, ν αξηζκφο ζην ζχζηεκα είλαη Poisson 

πνπ θαηαλέκεηαη κε παξάκεηξν ι/κ. O κέζνο αξηζκφο ζην ζχζηεκα είλαη : 

/N  

Απφ ην ζεψξεκα ηνπ, ε κέζε θαζπζηέξεζε είλαη N/ι ή  
1

. χκθσλα κε 

απηή ηελ εμίζσζε κπνξεί λα πξνθχςεη ππνζηεξίδνληαο φηη ζε έλα Μ/Μ/ ∞ 

ζχζηεκα δελ ππάξρεη αλακνλή ζηελ νπξά, έηζη ην T είλαη ίζν κε ηνλ κέζν ρξφλν 

εμππεξέηεζεο 1/κ. Μπνξεί λα δεηρζεί φηη ν αξηζκφο ζην ζχζηεκα αθνινπζεί ηελ 

θαηαλνκή Poisson αθφκα θαη αλ ν ρξφλνο εμππεξέηεζεο δελ αθνινπζεί ηελ 

εθζεηηθή θαηαλνκή (γηα παξάδεηγκα ζην Μ/G/ ∞ ζχζηεκα). 

 

4.3.9 Σειρέσ Αναμονήσ με Ανυπομονηςία 

 

ηελ παξάγξαθν απηή ζα πεξηγξάςνπκε ηα απνηειέζκαηα ηεο 

αλππνκνλεζίαο ησλ πειαηψλ ζηηο γξακκέο αλακνλήο ηχπνπ M/M/θ. Απηέο νη 

έλλνηεο κπνξνχλ λα επεθηαζνχλ εχθνια ζε άιια Μαξθνβηαλά κνληέια. 

Οη πειάηεο ζεσξνχληαη αλππφκνλνη εάλ εηζέξρνληαη ζηε ζεηξά αλακνλήο 

κφλν φηαλ αλακέλεηαη κηα ζχληνκε αλακνλή θαη παξακέλνπλ ζηε γξακκή εάλ ε 

αλακνλή είλαη αξθεηά κηθξή. Ζ αλππνκνλεζία πνπ πξνθχπηεη απφ κηα ππεξβνιηθή 

αλακνλή είλαη εμίζνπ ζεκαληηθή ζηε ζπλνιηθή δηαδηθαζία αλακνλήο φζν είλαη νη 

αθίμεηο θαη αλαρσξήζεηο. 

ηαλ ε αλππνκνλεζία γίλεηαη αξθεηά ηζρπξή θαη νη πειάηεο θεχγνπλ 

πξνηνχ εμππεξεηεζνχλ, ν δηεπζπληήο ηεο επηρείξεζεο πξέπεη λα πάξεη κέηξα λα 

ψζηε κεησζεί ε ζπκθφξεζε ζηα επίπεδα πνπ νη πειάηεο κπνξνχλ λα αλερηνχλ. Σα 

κνληέια πνπ αλαπηχζζνληαη ζηε ζπλέρεηα βξίζθνπλ πξαθηηθή εθαξκνγή ζε απηήλ 

ηελ πξνζπάζεηα ηεο δηαρείξηζεο γηα λα παξαζρεζεί ε επαξθήο εμππεξέηεζε γηα 

ηνπο πειάηεο κε αλεθηή αλακνλή. 

Ζ αλππνκνλεζία παίξλεη γεληθά ηξεηο κνξθέο. Ζ πξψηε εκπνδίδεη, ηελ 

απξνζπκία ελφο πειάηε λα εηζέιζεη ζε κηα ζεηξά αλακνλήο θαηά ηελ άθημε, ε 

δεχηεξε λα αλαθαιέζεη, ηελ απξνζπκία λα παξακείλεη ζηε γξακκή αθνχ έρεη 

εηζέιζεη ζηε γξακκή θαη πεξηκέλεη θαη ε ηξίηε λα ειίζζεηαη κεηαμχ ησλ  γξακκψλ 

φηαλ έρεη θάζε κηα απφ ηηο δηάθνξεο παξάιιειεο γξακκέο έρεη ηε δηθή ηεο ζεηξά 

αλακνλήο(Μπηζκπίθεο 2007). 
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4.3.10 M/Μ/1 Balking 

 

ηελ πξαγκαηηθφηεηα, ζπρλά ζπκβαίλεη νη αθίμεηο λα απνζαξξχλνληαη φηαλ 

ε ζεηξά αλακνλήο είλαη κεγάιε θαη δελ ππάξρεη πξνζπκία απφ ηνπο πειάηεο λα 

πεξηκέλνπλ. Έλα ηέηνην κνληέιν είλαη ην M/M/θ/K, δειαδή εάλ νη άλζξσπνη 

βιέπνπλ K κπξνζηά απφ απηνχο ζην ζχζηεκα, δελ εηζέξρνληαη ζηε ζεηξά. πάληα 

φινη νη πειάηεο έρνπλ αθξηβψο ην ίδην φξην απνζάξξπλζεο φιε ηελ ψξα. Μηα άιιε 

πξνζέγγηζε ζηελ εκπφδηζε είλαη λα πηνζεηεζεί κηα ζεηξά κνλφηνλσλ θζηλνπζψλ 

ζπλαξηήζεσλ ηνπ κεγέζνπο ηνπ ζπζηήκαηνο πνπ πνιιαπιαζηάδνπλ ην κέζν 

ξπζκφ ι. „Δζησ nb  είλαη κηα ηέηνηα ζπλάξηεζε (Μπηζκπίθεο 2007). 

Έηζη ψζηε n nb  θαη 1 00 1    ( 0, 1)n nb b n b  

Γηα παξάδεηγκα, ρξεζηκνπνηψληαο ηελ εμίζσζε: 

1 2 0
0

1 1

1
0

1

...
  (n 1)

...

     =

n n
n

n n

n
i

i i

p p

p

 

ηαλ θ=1 έρνπκε 

 

1
0

1

0 1

1

     = ( )

n
i

n

i i

n
n

i

i

p p

p b

 

Πηζαλά παξαδείγκαηα πνπ κπνξνχλ λα είλαη ρξήζηκα γηα ηε ζπλάξηεζε 

απνζάξξπλζεο nb  είλαη 21/ ( 1),1/ ( 1)n n  θαη ane . Οη άλζξσπνη δελ 

απνζαξξχλνληαη πάληα ιφγσ ηνπ κεγέζνπο ζεηξψλ αλακνλήο, αιιά κπνξεί λα 

πξνζπαζήζνπλ λα ππνινγίζνπλ γηα πφζν ρξφλν ζα έπξεπε λα πεξηκέλνπλ. Δάλ ε 

ζεηξά αλακνλήο θηλείηαη γξήγνξα, ηφηε έλαο πειάηεο κπνξεί λα εηζέιζεη ζε κία 

κεγάιε νπξά . 

Αθ' εηέξνπ, εάλ ε ζεηξά αλακνλήο είλαη αξγή, έλαο πειάηεο κπνξεί λα 

απνζαξξπλζεί αθφκα θη αλ ε νπξά είλαη κηθξή. Σψξα εάλ n άλζξσπνη είλαη ζην 

ζχζηεκα, κηα εθηίκεζε γηα ην κέζν ρξφλν αλακνλήο λα είλαη n/κ, εάλ ν πειάηεο 

είρε κηα ηδέα γηα ην κ. πλήζσο, έηζη κηα εχινγε ζπλάξηεζε εκπφδηζεο είλαη 
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/an

nb e . Δπίζεο ζεκεηψζηε φηη ην κνληέιν M/M/1/K είλαη κηα εηδηθή πεξίπησζε 

φπνπ 1ib  γηα 0 ≤ i ≤ K −1 θαη 0 δηαθνξεηηθά. 

 

4.3.11 M/M/1 Reneging 

 

Οη πειάηεο πνπ ηείλνπλ λα είλαη αλππφκνλνη κπνξεί λα κελ 

απνζαξξχλνληαη πάληα απφ ην ππεξβνιηθφ κέγεζνο ησλ ζεηξψλ αλακνλήο, αιιά 

κπνξνχλ αλη' απηνχ λα εηζέξρνληαη ζηε ζεηξά αλακνλήο γηα λα δνπλ πφζν ρξφλν 

κπνξεί λα δηαξθέζεη ε αλακνλή ηνπο, δηαηεξψληαο φιε ηελ ψξα ην δηθαίσκα λα 

αλαθαιέζνπλ ηελ απφθαζε ηνπο λα πεξηκέλνπλ εάλ ε εθηίκεζε ηεο ζπλνιηθήο ηνπο 

αλακνλήο είλαη αλππφθνξε. Δμεηάδνπκε ηψξα έλα απιφ κνληέιν γέλλεζεο-

ζαλάηνπ κηαο ζέζεο εμππεξέηεζεο φπνπ ηζρχεη ην δηθαίσκα ησλ πειαηψλ λα 

αλαθαιέζνπλ ηελ απφθαζε ηνπο λα πεξηκέλνπλ θαη ε απιή εκπφδηζε ηνπ 

πξνεγνχκελνπ ηκήκαηνο , ην νπνίν πξνθαιεί κηα ζπλάξηεζε αλαθαιέζεσο 

(reneging function) r(n) πνπ νξίδεηαη σο 

0

{o πελάηης ανακαλεί καηά ηη διάρκεια ηοσ Δt όηαν βρίζκονηαι παρόνηες n πελάηες
( ) lim r

t

P
r n

t

 

κε (0) (1) 1r r  

Απηή ε λέα δηαδηθαζία είλαη αθνκα δηαδηθαζία γέλλεζεο – ζαλάηνπ, αιιά ν 

ξπζκφο ζαλάηνπ πξέπεη ηψξα λα πξνζαξκνζηεί ( )a r n . Καηά ζπλέπεηα 

πξνθχπηεη φηη 

1
0

1

1

0

1

   (n 1)
( )     =

n
i

n

i i

in
n

i

p p

b

r ip

 

πνπ   

11
0

1 1

(1  )  
( )

n
n i

i i

b
p

r i
 

Μηα θαιή δπλαηφηεηα γηα ηε ζπλάξηεζε αλαθαιέζεσο (reneging function) 

r(n) είλαη /ane , n ≥ 2 . Έλαο πειάηεο πνπ πεξηκέλεη ζα ππνιφγηδε πηζαλψο ην κέζν 

ρξφλν αλακνλήο ηνπ ζπζηήκαηνο σο n /κ εάλ n −1 πειάηεο βξίζθνληαλ κπξνζηά 

απφ απηφλ, ππνζέηνληαο φηη ήηαλ δηαζέζηκε κηα εθηίκεζε γηα ην ι. Πάιη, ε 
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πηζαλφηεηα αλαθαιέζεσο ζα ππνινγηδφηαλ απφ κηα ζπλάξηεζε ηεο κνξθήο /ane  

(Μπηζκπίθεο 2007). 

 

4.3.12 Το ςύςτημα Μ/G/1 

 

ηελ παξάγξαθν απηή ζα πεξηγξάςνπκε έλα ζχζηεκα αλακνλήο ζην νπνίν 

ππάξρεη κηα κφλν ζέζε εμππεξέηεζεο φπνπ νη πειάηεο θηάλνπλ αθνινπζψληαο 

ηελ θαηαλνκή Poisson κε ξπζκφ ι, αιιά νη ρξφλνη εμππεξέηεζεο ησλ πειαηψλ 

αθνινπζνχλ κηα γεληθή θαηαλνκή – φρη απαξαίηεηα εθζεηηθή φπσο ζην Μ/Μ/1 

ζχζηεκα. Τπνζέηνπκε φηη νη πειάηεο εμππεξεηνχληαη κε ηε ζεηξά άθημεο θαη φηη ην 

iX  είλαη ν ρξφλνο εμππεξέηεζεο ηεο i άθημεο. Τπνζέηνπκε φηη νη ηπραίεο 

κεηαβιεηέο 1 2( , ,...)X X  είλαη φκνηα θαηαλεκεκέλεο, ακνηβαία αλεμάξηεηεο θαη 

αλεμάξηεηεο απφ ην δηάζηεκα αλάκεζα ζηηο αθίμεηο. (Μπηζκπίθεο 2007) 

Έζησ  

1
{ }X E X  Μέζνο ρξφλνο εμππεξέηεζεο 

2 2{ }X E X  Γεχηεξε ξνπή ηνπ ρξφλνπ εμππεξέηεζεο 

Καη ν αλακελφκελνο ρξφλνο αλακνλήο ηνπ πειάηε ζηελ νπξά είλαη: 

 

2

                  (5.16)
2(1 )

X
W  

κε / X . 

Ο ζπλνιηθφο ρξφλνο αλακνλήο, ζηελ νπξά εμππεξέηεζεο, είλαη  

2

              (5.17)
2(1 )

X
T X  

Δθαξκφδνληαο ηνλ ηχπν ηνπ Little ζηα W θαη T, o πξνζδνθψκελνο αξηζκφο 

πειαηψλ ζηελ νπξά QN  θαη ν πξνζδνθψκελνο αξηζκφο ζην ζχζηεκα Ν είλαη νη 

εμήο:   
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2 2

2 2

                    (5.18)
2(1 )

                (5.19)
2(1 )

Q

X
N

X
N

 

Γηα παξάδεηγκα, φηαλ νη ρξφλνη εμππεξέηεζεο αθνινπζνχλ ηελ εθζεηηθή 

θαηαλνκή, φπσο ζε έλα ζχζηεκα Μ/Μ/1, έρνπκε 2 22 /X  θαη 
(1 )

W , ελψ 

φηαλ νη ρξφλνη εμππεξέηεζεο είλαη ίδηνη γηα φινπο ηνπο πειάηεο έρνπκε 2 21/X  

θαη 
2 (1 )

W . 
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Κεθάλαιο 5:  Δθαπμογέρ ζε 

ζςζηήμαηα οςπών αναμονήρ 

5.1 Ειςαγωγό 

 

ην θεθάιαην απηφ ζα δνχκε θάπνηεο εθαξκνγέο ζπζηεκάησλ νπξψλ 

αλακνλήο ζε πξαθηηθφ επίπεδν θαη ζα αλαιχζνπκε πσο ιεηηνπξγνχλ θάπνηα 

ζεκαληηθά ηερλνινγηθά ζπζηήκαηα πνπ πιένλ ζπλαληάκε ππθλά ζηελ 

θαζεκεξηλφηεηα καο, φπσο ηα δίθηπα κεηαγσγήο παθέησλ ησλ ηειεπηθνηλσληαθψλ 

θαη ππνινγηζηηθψλ ζπζηεκάησλ κε εθαξκνγή ζην δηαδίθηπν θαη ηα θηλεηά 

ηειέθσλα. ηε ζπλέρεηα, ζα δνχκε κηα απφ ηηο πιένλ ζχγρξνλεο ηερλνινγίεο 

ζρεηηθά κε ηελ κεηαγσγή πιεξνθνξηψλ, ηελ κεηαγσγή ξεπζηνχ, ελψ ηέινο ζα 

πεξηγξάςνπκε θάπνην παξάδεηγκα πξαγκαηηθνχ ζπζηήκαηνο νπξάο αλακνλήο. 

Παξαδείγκαηα ζπζηεκάησλ αλακνλήο θαη εμππεξέηεζεο ζπλαληάκε ζε 

πνιινχο ηνκείο ζηελ θαζεκεξηλφηεηα καο, αλεμαξηήησο ηεο θχζεο ηεο 

δξαζηεξηφηεηαο πνπ εκπιέθεηαη θαη ηεο θαηεχζπλζεο ηεο εμππεξέηεζεο πνπ 

παξέρεηαη (εμσηεξηθνί ή εζσηεξηθνί πειάηεο, εληφο ή εθηφο ηνπ ζπζηήκαηνο). Έηζη, 

παξαηεξνχκε: 

1. ζπζηήκαηα εμππεξέηεζεο εκπνξηθνχ ζθνπνχ, κε πειάηεο 

πξνεξρφκελνπο εθηφο ηνπ ζπζηήκαηνο, φπσο πξαηήξηα βελδίλεο, 

ηακεία ηξαπεδψλ, ηακεία θνηλσθειψλ νξγαληζκψλ, θαηαζηήκαηα, 

απηφκαηνπο πσιεηέο, κεραλήκαηα απηφκαησλ ηξαπεδηθψλ 

ζπλαιιαγψλ (ATMs), ηαρπδξνκεία, supermarket, θ.α. 

2. κεηαθνξηθά κέζα εμππεξέηεζεο, κε ηα ίδηα ηα κέζα σο πειάηεο, φπσο 

νη ζηαζκνί δηνδίσλ, ζεκαηνδφηεο, πινία ζε πξνβιήηεο, θνξηεγά 

θνξηνεθθφξησζεο, αεξνζθάθε πνπ αλακέλνπλ γηα απνγείσζε ή 

πξνζγείσζε, αιιά θαη σο ζέζεηο εμππεξέηεζεο, φπσο πεξηπηψζεηο 

πνπ πειάηεο αλακέλνπλ ηαμί, ιεσθνξεία, αζζελνθφξα, αλειθπζηήξεο, 

ππξνζβεζηηθά νρήκαηα θαη αεξνπνξηθέο κεηαθνξέο 

3. εκπνξνβηνκεραληθά ζπζηήκαηα εμππεξέηεζεο, φπνπ γίλεηαη 

εμππεξέηεζε εζσηεξηθψλ πειαηψλ, εληφο ηνπ ζπζηήκαηνο, φπσο ε 

δηαθίλεζε πιηθψλ ζε παξαγσγηθέο δηαδηθαζίεο, ζπληήξεζε κεραλψλ, 

ζηαζκνί επηζεψξεζεο, ζπζηήκαηα ειεθηξνληθψλ ππνινγηζηψλ, 
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ζπζηήκαηα εμππεξέηεζεο εξγαδνκέλσλ (ζε απνζήθεο εμνπιηζκνχ, 

εζηηαηφξηα, θάξηεο πξφζβαζεο θηι.), ζπζηήκαηα φπνπ κεραλέο 

απνηεινχλ ζέζεηο εμππεξέηεζεο (ζε βηνκεραλίεο απηνθηλήησλ). 

4. ηειεπηθνηλσληαθά θαη ππνινγηζηηθά ζπζηήκαηα εμππεξέηεζεο, φπνπ 

ππνξνπηίλεο ζχλζεησλ ιεηηνπξγηψλ εηζέξρνληαη ζε θάπνηεο νπξέο 

αλακνλήο κε ζθνπφ ηελ ηαρχηεξε επεμεξγαζία θαη εθηέιεζε ησλ 

δηεξγαζηψλ. 

5. θνηλσληθά ζπζηήκαηα εμππεξέηεζεο, κε πειάηεο έλα επξχηεξν 

θνηλσληθφ ζχλνιν άκεζα ή έκκεζα, φπσο ην ζχζηεκα δηθαηνζχλεο, ην 

λνκνζεηηθφ ζχζηεκα, ην ζχζηεκα πγείαο, ηελ παηδεία θαη άιιεο 

θνηλσληθέο ππεξεζίεο φπσο ε ζηεγαζηηθή πξφλνηα, ε ππνζηήξημε 

εχξεζεο εξγαζίαο ζε αλέξγνπο, θ.α. 

6. άιια ζπζηήκαηα εμππεξέηεζεο, πνπ ίζσο έρνπλ θαη κηα ηεξαξρηθή 

ζθνπηά, φπσο νη πξνζσπηθέο νπξέο ζρεηηθά κε εξγαζίεο πνπ πξέπεη 

λα γίλνπλ, θ.α. 

(http://users.uom.gr/~acg/Courses/QA2/material/Ch12slides.pdf). 

Γπν απφ ηα παιαηφηεξα κνληέια δηθηχσλ αλακνλήο πνπ ζπλαληάκε ζηα 

ππνινγηζηηθά ζπζηήκαηα είλαη: 

1. Σν κνληέιν επηζθεπήο κεραλεκάησλ 

2. Σν κνληέιν θεληξηθνχ εμππεξεηεηή 

ηε πξψηε πεξίπησζε, ππάξρεη έλαο αξηζκφο κεραλψλ θαη κηα 

επηζθεπαζηηθή κνλάδα κε έλαλ ή πεξηζζφηεξνπο server. Κάζε θνξά πνπ 

παξνπζηάδεηαη βιάβε ζε κηα κεραλή, ηνπνζεηείηαη ζηελ νπξά θαη επηζθεπάδεηαη 

κφιηο έξζεη ε ζεηξά ηεο. Μπνξνχκε κε ηε παξαπάλσ ινγηθή λα ζθεθηνχκε ηε 

ιεηηνπξγία ελφο ζπζηήκαηνο ρξνλνκεξηζκνχ κε n ηεξκαηηθά: Οη ρξήζηεο 

ρξεζηκνπνηνχλ ηα ηεξκαηηθά θαη παξάγνπλ αηηήζεηο (jobs) πνπ εμππεξεηνχληαη 

απφ ην θεληξηθφ ζχζηεκα. Αθνχ κηα αίηεζε έρεη εμππεξεηεζεί (job completed) 

επηζηξέθεη ζην ηεξκαηηθφ ηνπ ρξήζηε φπνπ πεξηκέλεη γηα έλα ηπραίν δηάζηεκα 

(think time) αθφηνπ ελεξγνπνηεζεί μαλά. 

ην κνληέιν θεληξηθνχ εμππεξεηεηή ε CPU απνηειεί ηνλ θεληξηθφ 

εμππεξεηεηή, πνπ πξνγξακκαηίδεη ηηο επηζθέςεηο ζηα άιια ππνζπζηήκαηα. Αθνχ 

κηα θιήζε (job) εμππεξεηεζεί ζε έλα απφ ηα ππνζπζηήκαηα (π.ρ κηα ζπζθεπή I/O) 

επηζηξέθεη ζηε CPU γηα πεξαηηέξσ επεμεξγαζία. ηε ζπλέρεηα εγθαηαιείπεη ηε 
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CPU φηαλ έρεη πξνγξακκαηηζηεί επίζθεςε ζε άιιν ππνζχζηεκα ή φηαλ έρεη 

νινθιεξσζεί ε επεμεξγαζία ηνπο. 

Γεληθά ζηε κνληεινπνίεζε ησλ ππνινγηζηηθψλ ζπζηεκάησλ, ζπλαληάκε 

ηξηψλ εηδψλ ππνζπζηήκαηα: 

• Κέληξα εμππεξέηεζεο ζηαζεξήο ρσξεηηθφηεηαο (fixed capacity sevice 

centers): ε έλα ηέηνην θέληξν, ππάξρεη ζπλήζσο έλαο εμππεξεηεηήο ηνπ νπνίνπ ν 

ρξφλνο εμππεξέηεζεο δελ εμαξηάηαη απφ ηνλ αξηζκφ ησλ θιήζεσλ ζηελ νπξά. Οη 

θιήζεηο αληαγσλίδνληαη γηα ηε ρξήζε ηνπ server θαη ν ρξφλνο πνπ παξακέλεη κηα 

θιήζε ζην θέληξν αλαπαξηζηά ηνλ ρξφλν πνπ πεξηκέλεη ζηελ νπξά ζπλ ηνλ ρξφλν 

εμππεξέηεζήο ηεο απφ ηνλ server. 

 

ρήκα 5.1: Κέληξν FCSC 

 

Σα θέληξα FCSC ρξεζηκνπνηνχληαη γηα λα αλαπαξαζηήζνπλ θάζε πφξν ηνπ 

ζπζηήκαηνο ζην νπνίν νη ρξήζηεο αληαγσλίδνληαη γηα εμππεξέηεζε. Σέηνηνη πφξνη 

είλαη π.ρ ε CPU θαη νη ζπζθεπέο I/O. 

• Κέληξα θαζπζηέξεζεο (delay centers): Δδψ ππάξρεη ζεσξεηηθά άπεηξνο 

αξηζκφο εμππεξεηεηψλ θαη θάζε θιήζε εμππεξεηείηαη απφ ηνλ πξνζσπηθφ ηεο 

server. Δπνκέλσο δελ ππάξρνπλ νπξέο αλακνλήο θαη νη θιήζεηο δαπαλνχλ ηνλ 

ίδην ρξφλν ζην θέληξν αλεμάξηεηα ηνπ αξηζκνχ ησλ θιήζεσλ ζην θέληξν. H πην 

θνηλή ρξήζε ησλ θέληξσλ θαζπζηέξεζεο είλαη ε αλαπαξάζηαζε ηνπ think time ηνπ 

terminal θνξηίνπ. Γεληθά φκσο είλαη ρξήζηκα γηα ηελ πεξηγξαθή θάζε θαηάζηαζεο 

ζηελ νπνία ππεηζέξρεηαη θάπνηα γλσζηή κέζε ρξνληθή θαζπζηέξεζε. Έλα θέληξν 

θαζπζηέξεζεο νλνκάδεηαη επίζεο θέληξν IS (Ηnfinite Servers) 
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Δηθφλα 5.2: Κέληξν θαζπζηέξεζεο 

 

• Κέληξα εμππεξέηεζεο θνξηίνπ (load dependent service centers): Δδψ ν 

ξπζκφο εμππεξέηεζεο ησλ θιήζεσλ, εμαξηάηαη απφ ην ζπλνιηθφ θνξηίν ζην 

ππνζχζηεκα. ε έλα ηέηνην θέληξν ν ζπλνιηθφο ξπζκφο εμππεξέηεζεο απμάλεηαη 

φζν απμάλεηαη ν ξπζκφο ησλ εμππεξεηεηψλ. (Παπαδνπνχινπ, 2009) 

 

Δηθφλα 5.3: Κέληξν εμππεξέηεζεο θνξηίνπ 

 

5.2 Ειςαγωγό ςτα δύκτυα μεταγωγόσ πακϋτων 

 

Ζ ηερλνινγία ηεο κεηαγσγήο παθέησλ (packet-switching) έθαλε ηελ 

εκθάληζε ηεο ζηηο αξρέο ηεο δεθαεηίαο ηνπ ΄60, γελλψληαο ηηο πξνζδνθίεο γηα κηα 

θαηλνηφκα βάζε κεηάδνζεο πιεξνθνξηψλ. χκθσλα κε ην λέν απηφ ςεθηαθφ 

κνληέιν, ην αξρηθφ κήλπκα πιεξνθνξίαο ρσξίδεηαη ζε παθέηα ηα νπνία 

κεηαδίδνληαη μερσξηζηά θαη κεκνλσκέλα, γηα λα ζπλελσζνχλ θαη πάιη ζην ηέινο 

ηεο δηαδξνκήο, ζπγθξνηψληαο ην ίδην αθξηβψο κήλπκα. Σν αληαγσληζηηθφ 

πιενλέθηεκα ηεο κεηαγσγήο παθέησλ είλαη ε δπλαηφηεηα κεηαθνξάο ησλ 

δηαθφξσλ παθέησλ κέζα απφ πνιιαπινχο θφκβνπο (routing) θαη έηζη ε ιήςε 

παθέησλ απφ πνιιαπιέο πεγέο, κέζσ ηνπ ίδηνπ πνκπνχ θαη δέθηε, ηελ ίδηα 

ρξνληθή ζηηγκή. 

Ξερψξηζε, βέβαηα, γηα ηέζζεξηο ζεκαληηθνχο ιφγνπο: 

1. ε πιεξνθνξία πνπ κεηαθέξεη είλαη ςεθηαθή, δειαδή δελ θζείξεηαη. 

2. ηα αξηζκεκέλα παθέηα πνπ δηαηξέρνπλ αλεμάξηεηα ην δίθηπν, 

απνζεθεχνληαη πξνζσξηλά ζηνπο θφκβνπο πνπ δηαηξέρνπλ, ελψ 

παξάιιεια ε χπαξμε ινγηζκηθνχ επεμεξγαζίαο ειέγρεη ηελ θίλεζε θαη 

ηελ αζθάιεηα απηψλ. 

3. ε αλεμαξηεζία ησλ δηαδξνκψλ πνπ κπνξεί λα αθνινπζήζνπλ ηα 

δηάθνξα παθέηα πιεξνθνξηψλ εμαιείθεη ηελ εμάξηεζε απφ θάπνην 

ζχλδεζκν επηθνηλσλίαο, δηαηεξψληαο ηελ πνηφηεηα ησλ δεδνκέλσλ, 
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γεγνλφο πνπ κπνξεί λα απνδεηρζεί θξίζηκν ζε πηζαλή θαηάξξεπζε 

θάπνηνπ θφκβνπ. 

4. ε δηάζπαζε ηνπ αξρηθνχ κελχκαηνο ζε κηθξφηεξα, επηηξέπεη ζε 

πεξηζζφηεξεο απφ κία πεγέο λα κνηξάδνληαη ηελ ίδηα ρξνληθή ζηηγκή 

έλαλ δεδνκέλν ζχλδεζκν, γεγνλφο πνπ απμάλεη ηελ απνδνηηθφηεηα ηνπ 

ζπζηήκαηνο θαη ην βαζκφ αμηνπνίεζεο ησλ πφξσλ ηνπ.  

5. ε θνηλή ρξήζε πφξσλ, ε νπνία νλνκάδεηαη θαη ζηαηηζηηθή πνιππιεμία 

πφξσλ γίλεηαη θαη‟ απαίηεζε θαη φρη εθ ησλ πξνηέξσλ δεζκεπκέλε 

φπσο ζηελ κεηαγσγή θπθιψκαηνο. (Καξαγηάλλε, 2007) 

 

5.3 Λειτουργύα τησ μεταγωγόσ πακϋτων 

 

ζνλ αθνξά ηε ιεηηνπξγία ηεο ηερλνινγίαο απηήο, εθηφο απφ ηε βαζηθή 

ζεσξία πνπ έρνπκε ήδε εθζέζεη, θαηά ηελ παξαιαβή ησλ παθέησλ ειέγρεηαη ε 

πιεξφηεηα θαη πνηφηεηα ηνπο θαζψο ηνπνζεηνχληαη ζηε ζσζηή ζεηξά. Λφγσ ηνπ 

φηη έλα ηππηθφ παθέην έρεη ρσξεηηθφηεηα 128 ή 256 ραξαθηήξσλ, ρσξίο λα 

απνθιείνληαη ζε νξηζκέλεο πεξηπηψζεηο κεγαιχηεξα ή κηθξφηεξα ζε κήθνο παθέηα, 

έλα κήλπκα κεγάινπ κεγέζνπο κπνξεί λα δηαηξεζεί ζε ρηιηάδεο κηθξφηεξα παθέηα. 

Με απηφ ηνλ ηξφπν ειαρηζηνπνηνχληαη νη απαηηήζεηο κλήκεο ησλ θφκβσλ.  

Αλαιπηηθφηεξα, ινηπφλ, θάζε παθέην ηαμηδεχεη κέζσ δεχμεσλ επηθνηλσλίαο 

θαη κεηαγσγέσλ παθέησλ (packet switches) – ππάξρνπλ δχν θαηεγνξίεο, νη 

δξνκνινγεηέο θαη νη κεηαγσγείο επηπέδνπ δεχμεο - αλάκεζα ζηνλ πνκπφ θαη ηνλ 

δέθηε. Ο ξπζκφο κεηάδνζεο ηνπο πάλσ ζε θάζε δεχμε επηθνηλσλίαο είλαη ίζνο κε 

ηνλ πιήξε ξπζκφ κεηάδνζεο ηεο δεχμεο. Οη πεξηζζφηεξνη κεηαγσγείο παθέησλ 

ρξεζηκνπνηνχλ κεηάδνζε απνζήθεπζεο θαη πξνψζεζεο ζηηο εηζφδνπο ησλ 

δεχμεσλ, γεγνλφο πνπ ζεκαίλεη φηη ν κεηαγσγέαο πξέπεη λα δερζεί φιν ην παθέην 

πξηλ αξρίζεη λα κεηαδίδεη ην πξψην bit ηνπ παθέηνπ ζηελ εμεξρφκελε δεχμε. 

Απηφκαηα, εηζάγεηαη κηα θαζπζηέξεζε ζηε δηαδηθαζία, αλάινγε κε ην κήθνο ηνπ 

παθέηνπ ζε bits. 

Γηα θάζε ζπλδεδεκέλε δεχμε, ν δξνκνινγεηήο έρεη θαη έλα εληακηεπηή 

(buffer) εμφδνπ, ν ξφινο ηνπ νπνίνπ είλαη λα απνζεθεχεη παθέηα, ηα νπνία 

πξφθεηηαη λα ζηαινχλ κέζσ ηεο εθάζηνηε δεχμεο. ην ζεκείν απηφ ζπλαληάκε κηα 

αθφκε θαζπζηέξεζε, πνπ δεκηνπξγείηαη απφ ηελ ζπκθφξεζε ηνπ δηθηχνπ θαη 
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νλνκάδεηαη καθςζηέπηζη οςπάρ αναμονήρ. Δλψ ππάξρεη θαη ην ελδερφκελν 

απψιεηαο θάπνηνπ παθέηνπ, εθφζνλ ε πνζφηεηα ρψξνπ ζηνλ εληακηεπηή είλαη 

δεζκεπκέλε. ηνλ πξαγκαηηθφ θφζκν, απηφ ζα κπνξνχζε λα ζπκβεί ζε έλα 

εζηηαηφξην, ζην νπνίν δελ ππάξρεη δηαζέζηκν ηξαπέδη, εκείο είκαζηε δηαηεζεηκέλνη 

λα πεξηκέλνπκε ζην κπαξ ηνπ ρψξνπ κέρξη λα ειεπζεξσζεί θάπνην ηξαπέδη, αιιά 

ν ζεξβηηφξνο καο ελεκεξψλεη φηη ππάξρνπλ ήδε πνιινί πειάηεο ζε αλακνλή θαη 

φηη δελ κπνξεί λα καο εμππεξεηήζεη. Με απνηέιεζκα λα θεχγνπκε απφ ην 

εζηηαηφξην, ράλνληαο απηφ έλα πειάηε (παθέην ζε αληηζηνηρία κε ηα δίθηπα). 

Οη κέζνδνη πξνψζεζεο ησλ παθέησλ είλαη δχν: 

1. Datagram: Με ηελ κέζνδν datagram ή αιιηψο connectionless ηα παθέηα 

ελφο κελχκαηνο ζα θηάζνπλ ζηνλ παξαιήπηε ρξεζηκνπνηψληαο ην 

θαζέλα ην δηθφ ηνπ ζπληνκφηεξν δξφκν, ρσξίο απαξαίηεηα λα 

αθνινπζνχλ ηνλ ίδην δξφκν θαη επνκέλσο ελδερνκέλσο λα θζάζνπλ κε 

δηαθνξεηηθή ζεηξά απφ απηήλ πνπ μεθίλεζαλ, ηερληθή πνπ θέξεη 

κεησκέλε αμηνπηζηία. 

2. Virtual circuit: Με απηή ηε κέζνδν ηνπ λνεηνχ θπθιψκαηνο πξηλ 

απνζηαινχλ ηα παθέηα απνθαζίζηαηαη κηα ζηαζεξή λνεηή ζχλδεζε 

κεηαμχ ησλ δχν αληαπνθξηηψλ ηεξκαηηθψλ ζηαζκψλ απ‟ φπνπ θαηφπηλ 

ζα πεξάζνπλ φια ηα παθέηα ηνπ κελχκαηνο. 

Ζ θπξίσο δηαθνξά ησλ δχν ηερληθψλ είλαη φηη κε ηελ δεχηεξε, ν δξφκνο γηα 

φια ηα παθέηα κηαο ζχλδεζεο θαζνξίδεηαη κηα θνξά ζηελ αξρή θαη κεηά παξακέλεη 

ν ίδηνο κέρξη ηελ δηαθνπή ηεο, ελψ κε ηελ πξψηε ν θάζε θφκβνο επηιέγεη θάζε 

θνξά γηα θάζε παθέην ηνλ θαηαιιειφηεξν δξφκν. 

Πιενλεθηήκαηα ηεο virtual circuit έλαληη ηεο datagram είλαη: 

1. Γξήγνξε θαη ζσζηή ηαμηλφκεζε ησλ παξαιεθζέλησλ κελπκάησλ. 

2. Έιεγρνο νξζφηεηαο ηεο ζεηξάο ιήςεο ησλ παθέησλ. 

3. Δπηβεβαίσζε ηνπ φηη φια ηα παθέηα παξειήθζεζαλ ζσζηά. 

4. Γπλαηφηεηα ειέγρνπ ξνήο (flow control) νχησο ψζηε αλ ν παξαιήπηεο 

έρεη πξνζσξηλή αδπλακία ιήςεο, εηδνπνηεί ηνλ απνζηνιέα λα 

ζηακαηήζεη κέρξη λεσηέξαο εληνιήο. 

5. Έρεη κηθξέο κεηαβνιέο ηνπ ρξφλνπ απφθξηζεο ιφγσ ηεο ζηαζεξήο 

δηαδξνκήο. 

6. Έρεη κηθξφηεξν overhead θαζψο δελ απαηηείηαη ε χπαξμε ηεο πιήξνπο 

δηεχζπλζεο ηνπ παξαιήπηε ζε θάζε παθέην. 
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Πιενλεθηήκαηα ηεο datagram ηερληθήο: 

1. Δίλαη πην πξνζαξκφζηκε, αθνχ αλ έλαο θφκβνο ραιάζεη, φια ηα λνεηά 

θπθιψκαηα πνπ δηέξρνληαη απφ απηφλ δελ ζα ραζνχλ, αιιά ζα 

δηνρεηεπηνχλ απφ άιινπο ελαιιαθηηθνχο δξφκνπο. 

2. Αλ έρνπκε ζπκθφξεζε ηεο θίλεζεο ζε θάπνηα κέξε ηνπ δηθηχνπ, είλαη 

αξθεηά πην δχζθνιν λα αλαδξνκνινγεζνχλ ηα παθέηα πξνο άιιν 

θφκβν. 

3. Γελ απαηηείηαη ε θάζε έλαξμεο – εδξαίσζεο ηεο ζπλνκηιίαο (call 

request, call accept). (ακαξάο, 2009) 

Κάζε κήλπκα απνηειείηαη απφ δχν κέξε, ην πξφζεκα ή θεθαιίδα (header) 

θαη ην ζψκα (body). Σν πξφζεκα πεξηιακβάλεη ζεκαληηθέο πιεξνθνξίεο ζρεηηθά 

κε ην παθέην φπσο: 

1. ην πνηνο ζηέιλεη ην κήλπκα. ην δηαδίθηπν είλαη ε IP address ηνπ 

ππνινγηζηή πνπ απνζηέιιεη ηελ πιεξνθνξία. 

2. ηνλ πξννξηζκφ ηνπ κελχκαηνο. 

3. ην κήθνο ηνπ παθέηνπ. 

4. ην ζπλνιηθφ αξηζκφ παθέησλ πνπ πεξηιακβάλεη νιφθιεξν ην κήλπκα 

πξνο απνζηνιή. 

5. ηνλ ραξαθηεξηζηηθφ αξηζκφ πνπ έρεη απνδνζεί ζην ζπγθεθξηκέλν παθέην, 

πξνθεηκέλνπ λα γίλεη αλαζχλζεζε ηνπ αξρηθνχ κελχκαηνο ζηνλ 

πξννξηζκφ. 

Κάζε παθέην πνπ δηαζρίδεη ην δίθηπν πεξηέρεη ηε δηεχζπλζε πξννξηζκνχ ηνπ 

ζηελ θεθαιίδα ηνπ, έηζη θζάλνληαο ζε θάπνην δξνκνινγεηή, απηφο εμεηάδεη έλαλ 

πίλαθα πξνψζεζεο, πνπ αληηζηνηρεί δηεπζχλζεηο πξννξηζκνχ κε εμεξρφκελεο 

δεχμεηο, βξίζθεη ηε θαηαιιειφηεξε θαη ηελ πξνσζεί πξνο απηή. Οη πίλαθεο 

πξνψζεζεο θαη ε θαηαιιειφηεξε ιχζε εμαξηάηαη απφ ην πξσηφθνιιν 

δξνκνιφγεζεο πνπ ρξεζηκνπνηείηαη απφ ηνπο δξνκνινγεηέο. ε αληηζηνηρία κε ηελ 

πξαγκαηηθφηεηα καο, φηαλ ζέινπκε λα βξνχκε νδεγίεο δηαδξνκήο απφ έλα ζεκείν 

ζε θάπνην άιιν, έρνπκε λα επηιέμνπκε αλάκεζα ζηε δηαδξνκή κε ην ζπληνκφηεξν 

ρξφλν θαη απηή κε ηελ ζπληνκφηεξε απφζηαζε. 

ηελ θεθαιίδα, επίζεο, πξνζηίζεηαη θαη έλαο αξηζκφο πνπ αληηπξνζσπεχεη 

έλαλ καζεκαηηθφ ζπλδπαζκφ ησλ δεδνκέλσλ ηνπ ζψκαηνο ηνπ κελχκαηνο γηα 

ιφγνπο δηαζθάιηζεο ηεο πνηφηεηαο θαη ηεο αζθάιεηαο ηνπ κελχκαηνο. 

(Καξαγηάλλε, 2007) 
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5.4 Ουρϋσ αναμονόσ ςτην μεταγωγό πακϋτων ςτο διαδύκτυο 

 

ην δηαδίθηπν θάζε παθέην μεθηλά απφ έλαλ ππνινγηζηή, πεξλά απφ κηα 

ζεηξά δξνκνινγεηψλ θαη ηειεηψλεη ην ηαμίδη ηνπ ζε έλαλ άιιν ππνινγηζηή. Καηά 

κήθνο ηεο δηαδξνκήο απηνχ ηνπ ηαμηδηνχ, ην παθέην πεξλάεη απφ θφκβν ζε θφκβν 

θαη ππφθεηηαη αξθεηέο θαζπζηεξήζεηο ζε θάζε θφκβν, νη νπνίεο νλνκάδνληαη σο 

εμήο: 

o Καζπζηέξεζε θνκβηθήο επεμεξγαζίαο (nodal processing delay) 

o Καζπζηέξεζε αλακνλήο (queuing delay) 

o Καζπζηέξεζε κεηάδνζεο (transmission delay) 

o Καζπζηέξεζε δηάδνζεο (propagation delay) 

Αληηθείκελν κειέηεο γηα εκάο, είλαη ε θαζπζηέξεζε πνπ πξνθχπηεη απφ ηηο 

νπξέο αλακνλήο πνπ πξνθχπηνπλ θαηά ηε δηαδηθαζία κεηαγσγήο παθέησλ, ε 

νπνία πξαθηηθά  είλαη ηεο ηάμεο ησλ κηθξνδεπηεξνιέπησλ έσο ρηιηνζηψλ ηνπ 

δεπηεξνιέπηνπ. Πξνθαλψο ζηελ πεξίπησζε πνπ ε νπξά είλαη θελή, ηφηε ε 

θαζπζηέξεζε αλακνλήο είλαη ίζε κε ην κεδέλ. Γεληθά, απηνχ ηνπ ηχπνπ ε 

θαζπζηέξεζε απνηειεί ην πιένλ πνιχπινθν ζπζηαηηθφ ηεο θνκβηθήο 

θαζπζηέξεζεο (πξνθχπηεη απφ ην άζξνηζκα φισλ ησλ παξαπάλσ ηχπσλ 

θαζπζηέξεζεο), θαζψο κπνξεί λα δηαθέξεη απφ παθέην ζε παθέην ζε αληίζεζε κε 

φιεο ηηο ππφινηπεο πνπ παξακέλνπλ ζηαζεξέο. Έηζη, φηαλ κειεηάκε ηελ 

θαζπζηέξεζε αλακνλήο ρξεζηκνπνηνχκε ζηαηηζηηθά κεγέζε, φπσο κέζε 

θαζπζηέξεζε αλακνλήο, δηαζπνξά θαζπζηέξεζεο αλακνλήο θαη ηελ πηζαλφηεηα ε 

θαζπζηέξεζε αλακνλήο λα ππεξβαίλεη θάπνηα ζπγθεθξηκέλε ηηκή. 
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ρήκα 5.4: ρεκαηηθή απεηθφληζε ησλ κεξψλ ηεο θνκβηθήο θαζπζηέξεζεο 

 

Σν κέγεζνο ηεο θαζπζηέξεζεο αλακνλήο εμαξηάηαη ζε ζεκαληηθφ βαζκφ 

απφ ηνλ ξπζκφ κε ηνλ νπνίν ε θίλεζε θηάλεη ζηελ νπξά, απφ ην ξπζκφ κεηάδνζεο 

ηεο δεχμεο θαη απφ ηε θχζε ηεο θίλεζεο, δειαδή αλ θηάλεη πεξηνδηθά ή ζε ξηπέο. 

ην ζεκείν απηφ πξέπεη λα δηεπθξηλίζνπκε θαη λα δηαρσξίζνπκε ηνπο νξηζκνχο ηεο 

κεηάδνζεο θαη ηεο δηάδνζεο παθέηνπ. Ζ κεηάδνζε είλαη ε δηαδηθαζία ψζεζεο ηνπ 

παθέηνπ απφ ηνλ δξνκνινγεηή πξνο ην δίαπιν επηθνηλσλίαο θαη ν ρξφλνο ηνπ 

είλαη κηα ζπλάξηεζε ηνπ κήθνπο ηνπ παθέηνπ θαη ηνπ ξπζκνχ κεηάδνζεο ηεο 

δεχμεο, ρσξίο λα έρεη ζρέζε κε ηελ απφζηαζε κεηαμχ ησλ δχν δξνκνινγεηψλ. Ζ 

δηάδνζε είλαη ε δηαδηθαζία κεηαθνξάο ησλ bit ηνπ παθέηνπ απφ ηνλ έλαλ ζηνλ 

άιινλ δξνκνινγεηή θαη ν ρξφλνο ηεο είλαη κηα ζπλάξηεζε ηεο απφζηαζεο 

αλάκεζα ζε απηνχο. 

Γηα ηελ θαιχηεξε θαηαλφεζε αλαθέξνπκε ην παξάδεηγκα πνπ αθνινπζεί. 

Ολνκάδνπκε a ηνλ κέζν ξπζκφ κε ηνλ νπνίν ηα παθέηα θηάλνπλ ζηελ νπξά 

(παθέην/δεπηεξφιεπην), R ην ξπζκφο κεηάδνζεο (bit/sec) θαη ζεσξνχκε φηη φια ηα 

παθέηα απνηεινχληαη απφ L bits. Έηζη, πξνθχπηεη ν κέζνο ξπζκφο L*a (bits/sec), ν 

ιφγνο (L*a)/R θαιείηαη έληαζε θίλεζεο θαη ζηελ πεξίπησζε πνπ είλαη κεγαιχηεξνο 

ηεο κνλάδνο ν κέζνο ξπζκφο κε ηνλ νπνίν ηα bits θηάλνπλ ζηελ νπξά είλαη 

κεγαιχηεξνο απφ ηνλ ξπζκφ κε ηνλ νπνίν κεηαδίδνληαη απφ ηελ νπξά, κε 

απνηέιεζκα ε νπξά θαη ε θαζπζηέξεζε λα απμάλεηαη. 

ηελ άιιε πεξίπησζε, πνπ ε έληαζε θίλεζεο είλαη κηθξφηεξε ηεο κνλάδνο 

ηφηε αλάινγα κε ηελ θχζε ηεο αθηθλνχκελεο θίλεζεο δεκηνπξγείηαη ή φρη 

θαζπζηέξεζε αλακνλήο. Έηζη, εάλ ε θίλεζε είλαη πεξηνδηθή ηφηε θάζε παθέην πνπ 
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θζάλεη ζηελ νπξά ζα ηελ βξίζθεη θελή θαη επνκέλσο ε θαζπζηέξεζε ζα είλαη 

κεδεληθή. ηελ πεξίπησζε πνπ ε θίλεζε θζάλεη θαηά ξηπέο, ζα ππάξρεη κηα 

θαζπζηέξεζε αλακνλήο, κε N παθέηα λα θζάλνπλ ηαπηφρξνλα θάζε (L/R)/N 

δεπηεξφιεπηα, πνπ γηα ην πξψην παθέην ζα είλαη κεδέλ θαη έπεηηα ην δεχηεξν ζα 

έρεη θαζπζηέξεζε L/R δεπηεξφιεπηα θαη ην ληνζηφ παθέην ζα έρεη ((n-1)*L)/R 

δεπηεξφιεπηα. πκπεξαζκαηηθά, απηφ πνπ πξέπεη λα ζπλεηδεηνπνηήζνπκε είλαη 

φηη φηαλ ε έληαζε θίλεζεο είλαη θνληά ζην κεδέλ, ε κέζε θαζπζηέξεζε αλακνλήο 

ηείλεη ζην κεδέλ, ελψ φηαλ ε έληαζε θίλεζεο είλαη θνληά ζηελ κνλάδα, ν ξπζκφο 

αθίμεσλ ζα ππεξβαίλεη ηε δπλαηφηεηα κεηάδνζεο (ιφγσ ησλ άηαθησλ αθίμεσλ) θαη 

ζα δεκηνπξγείηαη νπξά. 

Ζ νπξά, φκσο, έρεη κηα ζπγθεθξηκέλε ρσξεηηθφηεηα (buffer), ε νπνία 

εμαξηάηαη θαηά πνιχ απφ ηελ ζρεδίαζε ηνπ κεηαγσγέα θαη ην θφζηνο. Έηζη, φηαλ 

ζπκβαίλεη ε πξψηε πεξίπησζε πνπ αλαθέξακε παξαπάλσ, φηαλ ε έληαζε 

θίλεζεο πξνζεγγίδεη ηε κνλάδα, ηα παθέηα θαη νη θαζπζηεξήζεηο αλακνλήο απηψλ 

δελ πξνζεγγίδνπλ ην άπεηξν, αιιά εκθαλίδεηαη ην θαηλφκελν ππεξρείιηζεο ηεο 

νπξάο, θαηά ην νπνίν ν δξνκνινγεηήο απνξξίπηεη ην παθέην, κε απνηέιεζκα λα 

ράλεηαη. Απφ ην θιάζκα ρακέλσλ/απεζηαικέλσλ παθέησλ, πξνθχπηεη ε 

πηζαλφηεηα απψιεηαο παθέηνπ, ε νπνία πξνζκεηξείηαη θαηά ηνλ ππνινγηζκφ ηεο 

απφδνζεο ηνπ θφκβνπ, ζηε δηαδηθαζία ηεο δξνκνιφγεζεο.  

Σέινο, έλα θξίζηκν κέηξν ηεο απφδνζεο ηνπ δηαδηθηχνπ θαη γεληθφηεξα ησλ 

δηθηχσλ, απνηειεί ε δηεθπεξαησηηθή ηθαλφηεηα απφ άθξν ζε άθξν πνπ κπνξεί λα 

ππνζηεξηρηεί αζξνηζηηθά απφ ην δίαπιν επηθνηλσλίαο. ηαλ ε δηεθπεξαησηηθή 

ηθαλφηεηα είλαη πνιχ κεγαιχηεξε απφ ηηο ηαρχηεηεο δεχμεηο κεηαμχ εμππεξεηεηή – 

δξνκνινγεηή θαη δξνκνινγεηή – πειάηε, ε ηαρχηεηα ηνπ δηαχινπ ή αιιηψο 

δηεθπεξαησηηθή ηθαλφηεηα ή ηαρχηεηα κεηάδνζεο ηεο δεχμεο ζπκθφξεζεο, 

θαζνξίδεηαη απφ ηε κηθξφηεξε ηαρχηεηα δεχμεο πνπ κπνξεί λα εκθαληζηεί ζηε 

ζχλδεζε. 

Παξαθάησ ζα παξαζέζνπκε έλα ζχλζεην παξάδεηγκα κε 10 εμππεξεηεηέο 

θαη 10 πειάηεο, γηα θαηαλφεζε ηνπ ηξφπνπ ιεηηνπξγίαο ηνπ δηθηχνπ. Θεσξνχκε φηη 

νη θαηαθνξηψζεηο γίλνληαη ηαπηφρξνλα απφ ηα 10 δεχγε πειαηψλ – εμππεξεηεηψλ 

θαη φηη δελ ππάξρνπλ άιιεο θηλήζεηο ηελ παξνχζα ζηηγκή. Αλ R=5 Mbps είλαη ν 

ξπζκφο κεηάδνζεο ηνπ δηαχινπ ηνπ δηθηχνπ, νη δεχμεηο πξνζπέιαζεο πειαηψλ θαη 

εμππεξεηεηψλ έρνπλ ηνλ ίδην ξπζκφ Rc=1 Mbps θαη Rs=2 Mbps αληίζηνηρα, ηφηε 

ιφγσ ηνπ φηη ε θνηλή δεχμε δηαηξεί ηνλ ξπζκφ κεηάδνζεο ηεο ζε ίζα κέξε αλάκεζα 



Πτυχιακή εργαςία του Θεοδοςιάδη Χρήςτου 

98 από 110 

ζηηο 10 θαηαθνξηψζεηο, ε ζπκθφξεζε δελ βξίζθεηαη πιένλ ζην δίθηπν 

πξνζπέιαζεο αιιά ζηελ θνηλή δεχμε ηνπ δηαχινπ. Έηζη, θάζε θαηαθφξησζε 

κπνξεί λα ππνζηεξίδεηαη απφ 500 Mbps δηεθπεξαησηηθήο ηθαλφηεηαο. (ακαξάο, 

2009) 

 

 

ρήκα 5.5: ρεκαηηθή απεηθφληζε ελφο θαη πνιιψλ (10) δεχμεσλ εμππεξεηεηψλ - πειαηψλ 

 

5.5 Σο ςύγχρονο μοντϋλο αναμονόσ ρευςτού  

 

Ο νινέλα απμαλφκελνο αξηζκφο ησλ δηθηχσλ θαη ηνπ δηαδηθηχνπ, έθαλαλ ηελ 

πξνζνκνίσζε ζε επίπεδν κεηαγσγήο παθέηνπ αθξηβή ζε ππνινγηζηηθνχο πφξνπο 

θαη ζε πνιιέο πεξηπηψζεηο αλέθηθηε, αλαδχνληαο ζηελ επηθάλεηα ην βειηησκέλν 

κνληέιν αλακνλήο ξεπζηνχ (fluid flow approximation - πξνζνκνίσζε ξνήο 

ξεπζηνχ) γηα ηε κειέηε ησλ νπξψλ αλακνλήο ζηα δίθηπα κεηαγσγήο παθέηνπ, 

ηδηαίηεξα γηα ηα αζχξκαηα δίθηπα θαη πην ζπγθεθξηκέλα γηα δίθηπα πνπ 

εμππεξεηνχλ απαηηεηηθέο εθαξκνγέο (φπσο real-time streaming). πσο γίλεηαη 

αληηιεπηφ, ην κνληέιν απηφ θέξεη κεγαιχηεξε ζηαζεξφηεηα ζην ζχζηεκα αλακνλήο 

θαη θαζπζηέξεζεο ζηελ κεηάδνζε παθέησλ, ελψ ε ζπκπεξηθνξά ηνπ ζπκίδεη 
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ξεδεξβνπάξ λεξνχ, πνπ ηξνθνδνηείηαη απφ δηάθνξεο πεγέο λεξνχ, κε ρξνληθά 

κεηαβαιιφκελεο παξνρέο ή φρη θαη αδεηάδεη κέζσ κηαο θαηαβφζξαο (sink) κε 

θάπνην ξπζκφ εμφδνπ. Έηζη, ε πεξηγξαθή ηεο θίλεζεο δελ λνείηαη σο δηαθξηηή, 

αιιά σο κηα ζπλερήο ξνή. (Καξαγηάλλε, 2007) 

 

 

Δηθφλα 5.6: Πξνζνκνίσζε ηνπ ζπζηήκαηνο ξεπζηνχ 

 

ηελ πξνζνκνίσζε ξεπζηνχ ε πιεξνθνξία δελ γίλεηαη αληηιεπηή σο 

κεκνλσκέλα παθέηα ηα νπνία αξηζκνχκε, ελψ δελ ρξεηάδεηαη λα παξαθνινπζείηαη 

ην ίρλνο φισλ ησλ επηκέξνπο παθέησλ ζην δίθηπν, φπσο ζπκβαίλεη ζηελ 

πξνζνκνίσζε παθέηνπ. Σν κνληέιν ξεπζηνχ παξαθνινπζεί κφλν ηηο «ζηάζκεο» 

πγξνχ ζηηο πεγέο θαη ηηο νπξέο ηνπ δηθηχνπ. Έηζη, ζε αλαινγία κε ηελ παξαπάλσ 

εηθφλα ην θεληξηθφ δνρείν αληηπξνζσπεχεη ηνλ buffer θαη ην χςνο ηνπ πγξνχ ην 

κήθνο ηεο νπξάο αλακνλήο. Ζ είζνδνο κπνξεί λα κεηαθέξεη πιεξνθνξίεο απφ 

δηαθνξεηηθέο πεγέο, απηφ φκσο πνπ καο ελδηαθέξεη είλαη ε ζπλνιηθή παξνρή ζηελ 

είζνδν. Οκνίσο ιεηηνπξγεί θαη γηα ηελ έμνδν. Ζ επίδνζε ηνπ κνληέινπ βαζίδεηαη 

ζηελ πηζαλφηεηα ζε θαηάζηαζε ηζνξξνπίαο ν buffer λα μεπεξλά έλα αλψηεξν φξην. 

(Figueiredo, 2004) 

ε έξεπλεο πνπ έγηλαλ ζρεηηθά κε ην αλαβαζκηζκέλν κνληέιν 

ξεπζηνχ/παθέηνπ θαη ηεο απφδνζήο ηνπ ζε ζχγθξηζε κε ην παξαδνζηαθφ κνληέιν 

παθέηνπ, σο βαζηθφ κέηξν γηα ηε ζχγθξηζε ησλ απνηειεζκάησλ πξνζνκνίσζεο 

ρξεζηκνπνηήζεθε ν ρξφλνο απφθξηζεο web, κε ην ρξφλν εθηέιεζεο 

πξνζνκνίσζεο λα απνηειεί ην βαζηθφ παξάγνληα ηεο απφδνζεο απηήο. 

Πξαγκαηνπνηήζεθαλ πνιιαπιέο πξνζνκνηψζεηο, γηα ελαιιαθηηθά ζελάξηα 

δηθηχνπ, γηα ηνλ ππνινγηζκφ ηεο ζρεηηθήο απφδνζεο ηνπ λένπ απηνχ κνληέινπ. 

πσο ήηαλ αλακελφκελν, ην αλαβαζκηζκέλν κνληέιν εθκεηαιιεχεηαη ηελ 
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ππνινγηζηηθή απνδνηηθφηεηα ηεο πξνζνκνίσζεο ξεπζηνχ, ην πςειφηεξν επίπεδν 

αθαηξεηηθφηεηαο ζηνηρείσλ θαη ηηο ελδηαθέξνπζεο ιεπηνκέξεηεο ησλ κεηξήζεσλ ηεο 

πξνζνκνίσζεο ζε επίπεδν παθέηνπ. Ωζηφζν, ε απφδνζε ηνπ κνληέινπ ζε πην 

πνιχπινθα δίθηπα (κε κεγαιχηεξε ξνή πιεξνθνξηψλ) θαζνξίδεηαη απφ ηηο 

πνιιαπιαζηαζηηθέο επηπηψζεηο ηεο πξνζνκνίσζεο ξεπζηνχ. (Riley, 2002) 

Σα κνληέια νπξάο αλακνλήο δηακνξθσκέλα θαηά Markov ρξεζηκνπνηνχληαη 

επξέσο ζηηο ηειεπηθνηλσλίεο θαη ζηα ζπζηήκαηα ππνινγηζηψλ. Ζ Μarkovian 

εθδνρή είλαη ε πιένλ θαηάιιειε γηα λα πεξηγξάςεη ηελ απξφβιεπηε θχζε ησλ 

αζχξκαησλ ζπζηεκάησλ, αθνχ πιενλεθηεί δηαζέηνληαο κλήκε γηα ηελ πεξηγξαθή 

ζεκάησλ ζπζρέηηζεο ηεο πιεξνθνξίαο, ηα νπνία παίδνπλ ζεκαληηθφ ξφιν ζηνλ 

ππνινγηζκφ ηεο απφδνζεο ηνπ ζπζηήκαηνο. (Καξαγηάλλε, 2007) 

 

5.6 Κόςτοσ αναμονόσ 

 

Έλα πνιχ ζεκαληηθφ ζεκείν γηα ηηο πεξηζζφηεξεο πξαγκαηηθέο πεξηπηψζεηο 

νπξψλ αλακνλήο είλαη, φζνλ αθνξά ην δηαρεηξηζηή ηνπ ζπζηήκαηνο, ε 

ειαρηζηνπνίεζε ηνπ θφζηνπο θαη ηαπηφρξνλα ε κεγηζηνπνίεζε ηεο απφδνζεο 

εμππεξέηεζεο, ελψ απφ ηελ κεξηά ησλ πειαηψλ, ε ειαρηζηνπνίεζε ηνπ ρξφλνπ 

αλακνλήο θαη ηνπ ελαιιαθηηθνχ θφζηνπο (ή θφζηνο επθαηξίαο). Σν ηειεπηαίν 

ζρεηίδεηαη κε ηε ζπζία πνπ θάλεη θάπνηνο πειάηεο λα πεξηκέλεη ζηελ νπξά γηα λα 

εμππεξεηεζεί, απφ ην λα έθαλε θάηη άιιν ηελ ίδηα ρξνληθή πεξίνδν. 

Πξαθηηθά, ην θφζηνο αλακνλήο γηα πειάηεο πνπ δελ αλήθνπλ ζην ζχζηεκα, 

κπνξεί λα ζεκαίλεη ρακέλεο ζπλαιιαγέο, δηαθπγφληα θέξδε θαη απψιεηα 

αμηνπηζηίαο θαη θνηλσληθνχ ραξαθηήξα, ελψ γηα πειάηεο εληφο ηνπ ζπζηήκαηνο 

(θπξίσο εκπνξνβηνκεραληθά κνληέια) αδξάλεηα πξψησλ πιψλ, πξντφλησλ θαη 

εμνπιηζκνχ, αθηλεηνπνίεζε πφξσλ θαη εξγαηηθνχ δπλακηθνχ, θαζπζηεξήζεηο θαη 

λεθξνχο ρξφλνπο, ρακέλε παξαγσγηθή εθξνή θ.α. 

πσο είλαη αλακελφκελν, δηαηππψζεθαλ νξηζκνί ζρεηηθά κε ην θφζηνο πνπ 

δεκηνπξγείηαη απφ ηηο νπξέο αλακνλήο, κε ην θπξηφηεξν λα εθθξάδεη ην εμήο: 

 

Όηαλ απμάλεηαη ε δπλακηθόηεηα ηνπ ζπζηήκαηνο (s) ηόηε κεηώλεηαη ν κέζνο 

ρξόλνο παξακνλήο ησλ πειαηώλ ζην ζύζηεκα θαη ηαπηόρξνλα κεηώλεηαη ην θόζηνο 

από ηελ αλακνλή ησλ πειαηώλ. Απμάλεηαη όκσο ην θόζηνο παξνρήο 

εμππεξέηεζεο. 
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χκθσλα κε ηνλ παξαπάλσ νξηζκφ θαη βαζηδφκελνη ζηνπο ηχπνπο πνπ 

αθνινπζνχλ, πξνθχπηεη ην ζρήκα ηεο εηθφλαο 6.4: 

WC = Cw * W * ι = Cw * L, 

SC = Cs * s, φπνπ TC είλαη ην κέζν ζπλνιηθφ κεηαβιεηφ θφζηνο 

ιεηηνπξγίαο, WC είλαη ην κέζν θφζηνο αλακνλήο ησλ πειαηψλ, SC είλαη ην κέζν 

θφζηνο παξνρήο εμππεξέηεζεο,  Cw είλαη ην θφζηνο αλακνλήο ελφο πειάηε αλά 

κνλάδα ρξφλνπ θαη Cs θφζηνο εμππεξέηεζεο απφ κία ζέζε ζηε κνλάδα ηνπ 

ρξφλνπ.  (http://users.uom.gr/~acg/Courses/QA2/material/Ch12slides.pdf) 

 

Δηθφλα 5.7: πλάξηεζε θφζηνπο - δπλακηθφηεηαο 

 

5.7 Η μελϋτη περύπτωςησ: Ηλεκτρονικό ψηφοφορύα 

 

Καζψο ε θνηλσλία καο πξνζαξκφδεηαη ζηελ ςεθηαθή επνρή, πνιιέο 

αλάγθεο καο ελδέρεηαη λα αλαζρεδηαζηνχλ κε κηα ρξνηά εθζπγρξνληζκνχ. ην 

πιαίζην απηφ, ε ειεθηξνληθή ππνζηήξημε ηεο παξαδνζηαθήο ςεθνθνξίαο ζε 

εθινγηθέο δηαδηθαζίεο θαληάδεη κηα πηζαλή θαη ειθπζηηθή εθδνρή. Μία ηερλνινγηθή 

θαηλνηνκία πνπ ζα έρεη αξθεηά πιενλεθηήκαηα, φζνλ αθνξά ην θφζηνο, ην ρξφλν 

θαη ηελ επηηπρία ηεο δηαδηθαζίαο. 

ηελ παξνχζα πηπρηαθή εξγαζία, ζα πξνβνχκε ζε κηα αλάιπζε ησλ νπξψλ 

αλακνλήο θαη εμππεξέηεζεο πνπ πηζαλφλ ζα δεκηνπξγεζνχλ κέζα ζην ζχζηεκα 
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ειεθηξνληθήο ςεθνθνξίαο, πξνζπεξλψληαο ιεπηνκέξεηεο ζρεηηθά κε ηελ 

αζθάιεηα, ηελ ιεηηνπξγία, ηελ αμηνπηζηία θαη ηελ απφδνζε ηνπ ζπζηήκαηνο. Σν 

ζχζηεκα e-voting βαζίδεηαη ζην κνληέιν client – server, επνκέλσο ζεσξνχκε ηε 

ρξήζε ησλ απαξαίηεησλ πξσηνθφιισλ σο δεδνκέλε. ηελ πιεπξά ηνπ πειάηε 

(client) βξίζθνληαη ηα ηεξκαηηθά θέληξα ζηα νπνία πξαγκαηνπνηείηαη ε ςεθνθνξία, 

ελψ ζηελ άιιε (server) έρεη ηνπνζεηεζεί ην θεληξηθφ ζχζηεκα επεμεξγαζίαο, ην 

νπνίν πξνσζεί θαη κεηάγεη ηα κελχκαηα, πνπ δέρεηαη απφ ηα ηεξκαηηθά θέληξα, 

ζηνπο θαηάιιεινπο servers (επηθνηλσληαθνί servers - CSi θαη servers βάζεσλ 

δεδνκέλσλ - DBi). 

 

 

Δηθφλα 5.8: Πξνζέγγηζε ηνπ ζπζηήκαηνο e-voting 

 

Απφ ηελ παξαπάλσ εηθφλα παξαηεξνχκε ηξία επίπεδα επηθνηλσλίαο. Σν 

πξψην πεξηιακβάλεη έλα ηεξάζηην δίθηπν ηεξκαηηθψλ θέληξσλ, πνπ ελψλνληαη 

αθηηλσηά κε ην θεληξηθφ ζχζηεκα επεμεξγαζίαο. ην δεχηεξν επίπεδν ζπλαληάκε, 

εληφο ηνπ θεληξηθνχ ζπζηήκαηνο, ηελ νκάδα επηθνηλσληαθψλ servers, πνπ είλαη 

ππεχζπλνη γηα ηελ πινπνίεζε ηεο αζθαιήο δηεμαγσγήο ηεο ςεθνθνξίαο, ελψ 

ηέινο ζην ηξίην επίπεδν βξίζθνληαη νη servers φπνπ γίλεηαη ε θαηαρψξεζε ησλ 

ςήθσλ, φπσο απηέο κεηαθέξνληαη απφ ηνπο επηθνηλσληαθνχο servers. 

Με βάζε ηα παξαπάλσ ραξαθηεξηζηηθά αλαπηχρζεθε έλα κνληέιν θιεηζηνχ 

δηθηχνπ αλακνλήο, πνπ απεηθνλίδεηαη παξαθάησ: 

 



Πτυχιακή εργαςία του Θεοδοςιάδη Χρήςτου 

103 από 110 

 

Δηθφλα 5.9: Σν θιεηζηφ δίθηπν αλακνλήο e-voting 

  

Σν ελ ιφγσ κνληέιν απνηειείηαη απφ 7 θέληξα αλακνλήο (πιαίζην κε 

εζσηεξηθά νξζνγψληα ηκήκαηα ζε ζεηξά) θαη 3 θέληξα θαζπζηέξεζεο (γαιάδηα 

πιαίζηα). Γηα ηε κειέηε ηεο απφδνζεο ηνπ κνληέινπ ζα εθαξκνζηεί ε ηερληθή ηεο 

EMVA (αλάιπζε ηεο κέζεο ηηκήο), έρνληαο σο εηζφδνπο: 

• Σνλ αξηζκφ ησλ ηεξκαηηθψλ ζην δίθηπo, N. 

• Σν demand service θάζε θέληξνπ, Di. 

• Σν πνζνζηφ ησλ ηεξκαηηθψλ πνπ αηηνχληαη λέα ζχλδεζε, α. 

θαη ππνινγίδνληαο, κε βάζε ηνλ αιγφξηζκφ ηνπ, ηα παξαθάησ: 

• Σελ αμηνπνίεζε ησλ communication servers ηνπ ζπζηήκαηνο 

• Σελ αμηνπνίεζε ησλ data-base serves ηνπ ζπζηήκαηνο 

• Σε δηεθπεξαησηηθή ηθαλφηεηα ηνπ ζπζηήκαηνο 

• Σν ρξφλν πνπ απαηηείηαη γηα ηελ νινθιήξσζε κηαο αηνκηθήο ςεθνθνξίαο 

• Σε ζπλνιηθή δηάξθεηα ηεο εθινγηθήο δηαδηθαζίαο 

• Σνλ αξηζκφ ησλ ηεξκαηηθψλ θαη απαξαίηεησλ server 

 

Αξρηθά νξίδνληαη νη 3 νκάδεο ησλ θέληξσλ εμππεξέηεζεο πνπ απαξηίδνπλ ην 

ζχζηεκα: 

• Κέληξα θαζπζηέξεζεο : DC,D1,D2 

• Κέληξα αλακνλήο ηνπ Communication server : C1,C3,V1,V3,V5,XD 

• Κέληξν αλακνλήο ηνπ Data-Base server : DB 

Ο αιγφξηζκνο μεθηλά κε ηελ αξρηθνπνίεζε ηεο δηεθπεξαησηηθήο ηθαλφηεηαο 

ηνπ ζπζηήκαηνο Υ, ηεο αμηνπνίεζεο θάζε θέληξνπ Ui, ηεο νπξάο αλακνλήο θάζε 



Πτυχιακή εργαςία του Θεοδοςιάδη Χρήςτου 

104 από 110 

θέληξνπ Qi θαη ηεο ζπλνιηθήο αμηνπνίεζεο φισλ ησλ θέληξσλ πνπ αλήθνπλ ζηνλ 

communication server, Ucomm. 

 

Tα βήκαηα είλαη ηα εμήο: 

• Ξεθηλψληαο αξρηθά κε έλα άδεην δίθηπν(δελ έρνπκε δειαδή νπξέο 

αλακνλήο), ν αιγφξηζκνο ππνινγίδεη ηνλ ρξφλν απφθξηζεο Ri γηα θάζε θέληξν. 

Γηα ηα θέληξα θαζπζηέξεζεο DC,D1,D2 ν ρξφλνο Ri ηζνχηαη κε ην demand service 

θάζε θέληξνπ, αθνχ φπσο έρνπκε πεη δελ ππάξρνπλ νπξέο αλακνλήο. 

ην θέληξν αλακνλήο DB ν RDB,δίλεηαη απφ ην ηχπν 

RDB=DDB*(1+QDB), φπσο νξίδεη ε ζεσξία ηεο MVA. 

Αληίζεηα γηα ηα θέληξα αλακνλήο πνπ αλήθνπλ ζηνλ communication server,ν Ri 

ππνινγίδεηαη απφ ην ηχπν 

Ri=Di(1+Qi)/(1-Ucom+Ui). 

Ζ αιιαγή απηή νθείιεηαη ζην φηη ν communication server έρεη ζπάζεη ζε 6 

επηκέξνπο θέληξα θαη θάλεη time-sharing κεηαμχ φισλ απηψλ. Γηα ην ιφγν απηφ, 

θνπζθψλνπκε ην response time θάζε θέληξνπ κε ηνλ παξάγνληα 1/(1-Urest), φπνπ 

Urest=Ucom-Ui, ε αμηνπνίεζε ησλ ππνινίπσλ θέληξσλ. 

• ηε ζπλέρεηα ππνινγίδεη ηνλ ρξφλν απφθξηζεο φινπ ηνπ ζπζηήκαηνο 

Rsum, αζξνίδνληαο ηνπο ρξφλνπο ησλ επηκέξνπο ππνζπζηεκάησλ, ιακβάλνληαο 

ππφςε ηε πηζαλφηεηα α, λα ρξεζηκνπνηεζνχλ ηα θέληξα C1,C3,XD. 

• Έρνληαο ην ρξφλν απφθξηζεο ππνινγίδεη ηε δηεθπεξαησηηθή ηθαλφηεηα ηνπ 

ζπζηήκαηνο X=c/Rsum. 

• ην επφκελν βήκα ππνινγίδεη ην κήθνο ηεο νπξάο αλακνλήο θάζε θέληξνπ 

κε ην ηχπν Qi=X*Ri.Γηα ηα θέληξα C1,C3,XD, πνιιαπιαζηάδνπκε θαη κε ηε 

πηζαλφηεηα α, δειαδή Qi=α*X*Ri, γηα λα ιάβνπκε ππφςε καο ηε πηζαλφηεηα 

δεκηνπξγίαο λένπ αζθαινχο θαλαιηνχ. 

• Τπνινγηζκφο ηεο αμηνπνίεζεο θάζε θέληξνπ κε ην ηχπν Ui=X*Di. Πάιη γηα 

ηα θέληξα C1,C3,XD ιακβάλνπκε ππφςε ηε πηζαλφηεηα α. 

• Σέινο ππνινγίδεη ηελ αμηνπνίεζε ηνπ communication server αζξνίδνληαο 

ηηο αμηνπνηήζεηο φισλ ησλ θέληξσλ πνπ αλήθνπλ ζε απηφλ. 

Έηζη, νινθιεξψλεηαη ε πξψηε επαλάιεςε ηνπ αιγνξίζκνπ, ελψ ε 

δηαδηθαζία επαλαιακβάλεηαη, ππνινγίδνληαο θάζε θνξά ηηο ηηκέο ησλ παξακέηξσλ 

κε βάζε ηηο ακέζσο πξνεγνχκελεο ππνινγηζζείζεο. ηαλ φια ηα ηεξκαηηθά έρνπλ 

εηζέιζεη ζην ζχζηεκα παξάγνληαη νη ηειηθέο κέζεο ηηκέο ησλ παξακέηξσλ. 
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Έπεηηα απφ ηε κειέηε δχν πεξηπηψζεσλ ππφ δηαθνξεηηθέο ζπλζήθεο 

θνξηίνπ θαη ππνινγηζηηθψλ πφξσλ, κε ηηο ππφινηπεο παξακέηξνπο λα 

παξακέλνπλ ζηαζεξέο, παξαηεξνχκε φηη ην demand service ησλ θέληξσλ 

εμππεξέηεζεο παξακέλεη ην ίδην, αθνχ δελ εμαξηάηαη απφ ηνλ ηερλνινγηθφ 

εμνπιηζκφ, αιιά εθθξάδεη ηε θπζηθή θαζπζηέξεζε πνπ εμαξηάηαη απφ ην 

κεζνδηάζηεκα κεηαμχ δηαδνρηθψλ ςεθνθνξηψλ θαη απφ ηε κέζε θαζπζηέξεζε πνπ 

εηζάγνπλ νη ςεθνθφξνη. 

Απφ ηελ εθαξκνγή ηνπ αιγφξηζκνπ ιακβάλνπκε απνηειέζκαηα γηα ηα 

παξαθάησ: 

• Tνλ ρξφλν απφθξηζεο Ri θάζε θέληξνπ. 

• Σν κήθνο ηεο νπξάο αλακνλήο Qi θάζε θέληξνπ. 

• Σελ αμηνπνίεζε Ui θάζε θέληξνπ. 

• Σε δηεθπεξαησηηθή ηθαλφηεηα X ηνπ ζπζηήκαηνο. 

• Σελ αμηνπνίεζε ηνπ Communication server, Ucomm. 

• Tελ αμηνπνίεζε ηνπ Data-base server UDB 

• Σνλ ρξφλν απφθξηζεο RS ηνπ ζπζηήκαηνο (δειαδή απφ ηα θέληξα 

αλακνλήο κφλν). 

• Σνλ ζπλνιηθφ ρξφλν απφθξηζεο Rsum (θέληξα αλακνλήο + θέληξα 

θαζπζηέξεζεο). 

 

Καη ζηηο δπν πεξηπηψζεηο, ε παξάκεηξνο α επηιέρζεθε ίζε κε 0.10 ελψ ζε 

θάζε ηεξκαηηθφ ζηαζκφ ςεθνθνξίαο ππνζέηνπκε φηη αληηζηνηρνχλ 150 ςεθνθφξνη. 

ηε ζπλέρεηα, αλάινγα κε ην κέγεζνο ησλ πειαηψλ (ςεθνθφξσλ) κπνξνχκε λα 

πξνζδηνξίζνπκε: 

• Σε ζπλνιηθή δηάξθεηα ηεο εθινγηθήο δηαδηθαζίαο Σ, απηή πξνθχπηεη σο 

εμήο: 

Σ=(N*150)/Υ 

• Σνλ αξηζκφ server θαη ηεξκαηηθψλ ζηαζκψλ πνπ απαηηείηαη γηα 5,000,000 

ςεθνθφξνπο γηα ηελ ίδηα δηάξθεηα. 

Έηζη, γηα ηελ πεξίπησζε ηνπ αξγνχ server θαη ησλ 2000 ηεξκαηηθψλ 

ζηαζκψλ, ζην δηάζηεκα ησλ 33928 δεπηεξνιέπησλ (9 ψξεο, 25 ιεπηά θαη 28 

δεπηεξφιεπηα) ςήθηζαλ 2000*150=300.000 ςεθνθφξνη, ρξεζηκνπνηψληαο έλαλ 

communication server o νπνίνο παξνπζηάδεη δηεθπεξαησηηθή ηθαλφηεηα 
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Υ≈8.84ςήθνπο/δεπηεξφιεπην ελψ είλαη απαζρνιεκέλνο θαηά 90.9%, ελψ ν 

database server είλαη απαζρνιεκέλνο θαηά 44.2%. 

Δλψ, γηα ηε ίδηα πεξίπησζε, αιιά κε κεγάιεο θιίκαθαο εθινγηθή δηαδηθαζία, 

φπνπ ζα ζπκκεηέρνπλ 5.000.000 ςεθνθφξνη (κηα ινγηθή κέζε ηηκή γηα ηα ειιεληθά 

δεδνκέλα) ζην ίδην ρξνληθφ δηάζηεκα, ζα ρξεηαζηνχλ 5.000.000/150=33334 

ηεπμαηικοί ζηαθμοί. Γηα ηελ εμππεξέηεζε απηνχ ηνπ θνξηίνπ, ζα ρξεηαζηνχλ ζην 

θεληξηθφ ζχζηεκα 17 communication servers θαη πεξίπνπ 10 database 

servers(θάλνπκε load balancing). 

ηελ δεχηεξε πεξίπησζε ηνπ γξήγνξνπ server θαη ησλ 10.000 ηεξκαηηθψλ 

ζηαζκψλ θαη ηελ ίδηα πεξίπνπ δηάξθεηα εθινγηθήο δηαδηθαζίαο (πεξίπνπ 9 ψξεο 

δηάξθεηα) ςήθηζαλ 10000*150=1.500.000 ςεθνθφξνη. Ο communication server 

παξνπζηάδεη throughput X=44.4 ςήθνπο αλά δεπηεξφιεπην κε αμηνπνίεζε 

45.65%,ελψ o database server έρεη αμηνπνίεζε 88.8%.  

Υξεζηκνπνηψληαο ινηπφλ ηζρπξφηεξν ηερλνινγηθφ εμνπιηζκφ (ζε 

επεμεξγαζηηθή ηζρχ) θαηαθέξακε λα εμππεξεηήζνπκε κεγαιχηεξν θνξηίν ζην ίδην 

πεξίπνπ ρξνληθφ δηάζηεκα. Μάιηζηα, ζε απηή ηε πεξίπησζε, βιέπνπκε φηη ην 

ζχζηεκα παξνπζηάδεη πνιχ κεγαιχηεξν throughput. Έηζη, γηα ηελ εμππεξέηεζε 

ινηπφλ 5.000.000 ςεθνθφξσλ ζα ρξεηαζηνχλ θαη πάιη 5000000/150=33334 

ηεπμαηικοί ζηαθμοί (φζνη θαη ζηελ πξψηε πεξίπησζε) θαζψο θαη απφ 4 

communication θαη 4 database servers. (Παπαδνπνχινπ, 2009) 
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ςμπεπάζμαηα 

 

        Οη νπξέο αλακνλήο εκθαλίδεηαη θαη ζε δίθηπα, φπσο απηά ηεο κεηάδνζεο 

πιεξνθνξηψλ ησλ ππνινγηζηηθψλ ζπζηεκάησλ θαη ησλ ζπζηεκάησλ 

ηειεπηθνηλσληψλ. πλεπψο νη εθαξκνγέο ηνπο ζηελ πιενθνξηθή είλαη πνιιέο. 

         Ζ πην ζχγρξνλε ηερλνινγία ζρεηηθά κε ηελ κεηαγσγή πιεξνθνξηψλ, είλαη ε 

κεηαγσγή ξεπζηνχ. Ο νινέλα απμαλφκελνο αξηζκφο ησλ δηθηχσλ θαη ηνπ 

δηαδηθηχνπ, έθαλαλ ηελ πξνζνκνίσζε ζε επίπεδν κεηαγσγήο παθέηνπ αθξηβή ζε 

ππνινγηζηηθνχο πφξνπο θαη ζε πνιιέο πεξηπηψζεηο αλέθηθηε, αλαδχνληαο ζηελ 

επηθάλεηα ην βειηησκέλν απηφ κνληέιν. 

         Έρνπλ πξαγκαηνπνηήζεί πνιιαπιέο πξνζνκνηψζεηο, γηα ελαιιαθηηθά 

ζελάξηα δηθηχνπ, γηα ηνλ ππνινγηζκφ ηεο ζρεηηθήο απφδνζεο ηνπ λένπ απηνχ 

κνληέινπ. πσο ήηαλ αλακελφκελν, ην αλαβαζκηζκέλν κνληέιν εθκεηαιιεχεηαη 

ηελ ππνινγηζηηθή απνδνηηθφηεηα ηεο πξνζνκνίσζεο ξεπζηνχ, ην πςειφηεξν 

επίπεδν αθαηξεηηθφηεηαο ζηνηρείσλ θαη ηηο ελδηαθέξνπζεο ιεπηνκέξεηεο ησλ 

κεηξήζεσλ ηεο πξνζνκνίσζεο ζε επίπεδν παθέηνπ. Ωζηφζν, ε απφδνζε ηνπ 

κνληέινπ ζε πην πνιχπινθα δίθηπα (κε κεγαιχηεξε ξνή πιεξνθνξηψλ) 

θαζνξίδεηαη απφ ηηο πνιιαπιαζηαζηηθέο επηπηψζεηο ηεο πξνζνκνίσζεο ξεπζηνχ. 

          Σν ζεκαληηθφηεξν ζεκείν γηα ηηο πεξηζζφηεξεο πξαγκαηηθέο πεξηπηψζεηο 

νπξψλ αλακνλήο είλαη, φζνλ αθνξά ην δηαρεηξηζηή ηνπ ζπζηήκαηνο, ε 

ειαρηζηνπνίεζε ηνπ θφζηνπο θαη ηαπηφρξνλα ε κεγηζηνπνίεζε ηεο απφδνζεο 

εμππεξέηεζεο, ελψ απφ ηελ κεξηά ησλ πειαηψλ, ε ειαρηζηνπνίεζε ηνπ ρξφλνπ 

αλακνλήο θαη ηνπ ελαιιαθηηθνχ θφζηνπο (ή θφζηνο επθαηξίαο). 

         ηελ παξνχζα πηπρηαθή εξγαζία κεηά ηελ αλάιπζε ησλ νπξψλ αλακνλήο θαη 

εμππεξέηεζεο πνπ πηζαλφλ ζα δεκηνπξγεζνχλ κέζα ζην ζχζηεκα ειεθηξνληθήο 

ςεθνθνξίαο, πξνζπεξλψληαο ιεπηνκέξεηεο ζρεηηθά κε ηελ αζθάιεηα, ηελ 

ιεηηνπξγία, ηελ αμηνπηζηία θαη ηελ απφδνζε ηνπ ζπζηήκαηνο, θαηαιήμακε φηη 

ρξεζηκνπνηψληαο ηζρπξφηεξν ηερλνινγηθφ εμνπιηζκφ (ζε επεμεξγαζηηθή ηζρχ) 

κπνξνχκε λα εμππεξεηήζνπκε κεγαιχηεξν θνξηίν ζην ίδην πεξίπνπ ρξνληθφ 

δηάζηεκα. 
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